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1 Généralités 
Il s’agit d’un rappel de certaines notions d’algèbre linéaire, non pas d’un cours 


complet sur le sujet. 


1.1 Espaces vectoriels 


On rappelle ici brièvement les premières définitions. 
Le corps K sera IR ou C en général. 


Définition 1. On appelle espace vectoriel sur le corps K tout triplet (E, +,.) où : 
— (E,+) est un groupe abélien (= commutatif). 
— . est une loi de composition externe à gauche, i.e une application 


KxXE > E 
(A. zl e An 


vérifiant : 
1. Vr E E, lgx = 2 
2. VA E K, V(z,y) € E?, A(x + y) = Ax + Ay 
3. V(A, u) E K?, (A + p)z =x + ux 
4. YO, u) € K?, (Au)x = A( ux) 


Définition 2. Soit (E, +, .) un K-espace vectoriel. On appelle sous-espace vectoriel 
de E toute partie F de E stable pour + et . et qui, munie des lois induites, est un 
K-espace vectoriel. 


Pour démontrer qu’un espace est un sous-espace vectoriel, on utilise en général 
la caractérisation suivante : 


Proposition 1. Soit F C E 


FAN 
V(r,y) € F^, YO, u) e KÈ Àx + uy € F 


F est un sous-espace vectoriel de E => 


Définition 3. Soit X une partie de E. On appelle sous-espace vectoriel de E 
engendré par X (on le note Vect (X)) le plus petit espace vectoriel kontenant |X. 
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Définition 4. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un méme espace vec- 
toriel E. On appelle somme de F et G et on note F + G 


F+G=([r+y,(z,yyeFxG) 


L'application somme 
FxG >> F+G 
(a,b) H> a+b 


est surjective par définition. Lorsqu'elle est injective, on dit que F +G est directe 
ou que F et G sont en somme directe. Dans ce cas, on note F +G =F @G. 
On dit que F et G sont supplémentaires si 


F+G=F@G =E 


Proposition 2. 

F+G=F@e@G<> F[|G-(í0) 
E=F+G 
FNG = {0} 


eg Ms 


F @ G = E => ! 


Remarque. (a) Il n'y a pas (en général) unicité du supplémentaire : 


R? = Vect {(1,0)} @ Vect {(0,1)} = Vect (1, 0)) 6 Vect {(1,1)} 


(b) Ne pas confondre supplémentaire et complémentaire : 


R? = Vect ((1,0)) @ Vect {(0,1)} mais (1,1) ¢ Vect {(1, 0)} J Vect {(0, 1)) 
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1.2 Applications linéaires 


Définition 5. On appelle application K-linéaire de E vers F toute application 
f: E > F vérifiant : 


V(r,y) € E^, VO, u) € K?, f(Az + uy) = Af (a) + uf (v) 


On note Lg(E, F) l'ensemble de ces applications. Si E = F, on le note Lx(E) et 
ces applications sont appelées endormorphismes. 

Lorqu'il n'y a pas de confusion possible, on omet souvent le corps de base pour 
alléger la notation. 


Exemples : 
(a) Idg € Ex( E) 
f : R > R appartient à Ck(R) 


X oce 
f : C > C appartient à Cg(C) mais n'appartient pas à £c(C) 
Z H> 
) 
D: E >> E appartient à £r(E) 


Définition 6. Si f € L(E, F), l'image de f, notée f (E) ou Imf, est un sous-espace 
vectoriel de F. 
Il en est de même pour le noyau de f, noté ker f et défini par 


ker f = (x € E| f(x) 20) 


Proposition 3. 
f est surjective > Im f = F 
f est injective <= ker f = {0} 
Définition 7. On note GL(E) l’ensemble des isomorphismes (endomorphismes 
bijectifs) de E. Cet ensemble forme alors un groupe pour la loi de composition. 


Définition 8. On appelle forme linéaire sur E un IK-espace vectoriel toute ap- 
plication linéaire de E dans K. On note E* = £Cg(E, K) l'ensemble de ces formes 
linéaires, autrement appelé l'espace dual de E. 


Définition 9. On appelle hyperplan de E tout noyau d'une forme linéaire non 
identiquement nulle sur E. 


Remarque. On verra aprés avec la notion de dimension que cette définition d'hy- 
perplan rejoint bien en dimension finie celle d'un espace de dimension n — 1. 
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1.3 Familles libres, génératrices, bases et dimension d'un 
espace vectoriel 


Définition 10. Soit (v;);-7 une famille de vecteurs de E. 


1. La somme © Am, où (A; Á 0) est fini, est appelée combinaison linéaire 
(C.L) des {v;}. 

2. On dit que les vecteurs v1,...,v sont linéairement indépendants ou 
encore qu'ils forment une famille libre si , pour tous À1,..., Ar dans K, on 
a l'implication 


Au +... AUi 0 > À A DEN Ak 0. 

3. On dit au contraire que les vecteurs v;,..., v; sont linéairement dépen- 
dants ou encore qu'ils forment une famille liée s'il existe Aj,..., A; dans 
K tels que : 
Ati +... + ÀAgUg = 0 et (A1,..., Ak) Á (0,...,0). 

4. Les vecteurs v1,...,v, engendrent E, ou encore forme une famille gé- 
nératrice de E si pour tout v € E, il existe x,;,..., x; dans K tels que 
U = œil +... + zy uy. Autrement dit Vect(vi,..., vy) = E. 


5. Une famille libre et génératrice est appelé une base de E. 


Exemples : 
(a) Toute famille formée d'un unique vecteur non nul est libre. 


(b) Toute famille dont l'un des vecteur est nul est liée. 


(c) (1,2) est libre dans le R-espace vectoriel C, mais liée dans le C-espace vectoriel 


C. 
(d) Dans K”, posons e; = (0,...,0,1,0,...,0) avec le 1 en j-ème position. Alors 
les Ie era forment une base, appelée la base canonique de IK". 


(e) (1,.X,..., X") est la base canonique de K„[X]. 


Remarque. On a défini ces notions dans le cadre de famille finie, mais on peut aussi 
le faire pour des familles infinies. Une famille est dite libre si toute sous-famille 
finie l'est. Elle est génératrice lorsque tout élement peut s'exprimer comme une 
combinaison linéaire finie de ses élements. On peut par exemple se convaincre que 
(X*),5o est une base (infinie) de K[X]. 


Théorème 1. S'il existe une base de E de cardinal n < oo, toutes les bases de E 
ont ce méme cardinal n, qu'on appelle alors la dimension de E. Dans ce cas, E 
est un espace de dimension finie. 
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Remarque. (i) La compréhension des familles libres ou génératrices et des bases 
est extrêmement importante car ce sont des outils trés utilisés en algèbre 
linéaire. En effet, si on connait une application linéaire sur une base, on la 
connaît sur l'espace entier (grâce à la linéarité de la fonction et au caractère 
générateur de la base). C'est pour cette raison que les applications linéaires 
peuvent étre représentées dans un tableau de taille finie, qu'on appellera une 


matrice. 


(ii) Tout espace vectoriel admet des bases. 


(iii) En dimension finie, on peut compléter une famille libre en une base comme 
on peut extraire une base d'une famille génératrice. Il s'agit du théoréme de 
la base incomplète. 


Théorème 2 (de la base incomplète). Toute famille libre de vecteurs de E peut 
être complétée en une famille libre et génératrice (i.e une base) de E. Inverse- 
ment, de toute famille génératrice de E, on peut extraire une sous-famille libre et 


génératrice. 


On peut s'entrainer à manipuler ces définitions pour démontrer les propriétés 
suivantes sur la dimension : 


Proposition 4. 


1. Soient n 2 2, by... E, des K-espaces vectoriels de di- 


mension finie, alors TI, Ei est un espace vectoriel de dimension finie et 


i=1 


2—1 


2. Si E est de dimension finie et F un sous-espace vectoriel de E, alors dim F < 
dim E avec égalité si et seulement si F = E. 


3. Si E est de dimension finie et F un sous-espace vectoriel de E, alors F 
admet au moins un supplémentaire dans E et pour tout supplémentaire G de 


F dans E, 


dim G = dim E — dim F 


4. [Théorème de Grassman] Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E 
de dimension finie, alors 


dim(F + G) = dim F + din G — dim(F(]G) 


Remarque. (a) On utilise trés souvent le fait que F C E et dim F — dim E pour 


conclure que F — E E = | 


(b) On rappelle qu'il n'y a pas en général unicité du supplémentaire. O |] 
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(c) On peut tout de suite déduire du théorème de Grassman 
E = F & G <> dim F + dim G = dim E et F(\G = (0) 


(d) Si F et G sont supplémentaires et si b est une base de F, b” une base de G, 
alors b = b' U b” est une base de F @ G [oo 


Proposition 5. Deuz K-espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si 
et seulement s'ils ont la méme dimension. 


Définition 11. 1. On appelle rang d'une famille de vecteurs la dimension 
de l'espace vectoriel qu'il engendre (Rg(F) = dim Vect(F)). 
2. On appelle rang d’une application la dimension de son image (Rg(f) — 
dim Im f). 


Cela nous permet d'arriver au Théorème du rang, très utile en algèbre li- 
néaire. 


Théorème 3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et F un espace vec- 
toriel de dimension quelconque. Si f € C(E, F), alors 


Rg(f) + dim ker f = dim E 


Ce théoréme fondamental a par exemple pour conséquence immédiate la pro- 
priété bien connue suivante : 


Proposition 6. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie vérifiant 
dim E = dim F. Si f € L(E, F), alors 


f est injective « f est surjective  f est bijective 


Remarque. L'équivalence n'est pas vraie en dimension infinie. Par exemple, l'ap- 
plication dérivée sur l'espace des polynómes est surjective, mais pas injective. La 
multiplication par X sur ce méme espace est injective, mais pas surjective. 


Les matrices sont des tableaux de nombres. La résolution d'un certain nombre de problèmes 
d'algèbre linéaire se ramène à des manipulations sur les matrices. Ceci est vrai en particulier pour 
la résolution des systèmes linéaires. 


Dans ce chapitre, K désigne un corps. On peut penser à Q, R ou C. 
1. Définition 
1.1. Définition 


Définition 1 


- Une matrice À est un tableau rectangulaire d'éléments de K. 
- Elle est dite de faille n x p si le tableau possède n lignes et p colonnes. 


Les nombres du tableau sont appelés les coefficients de A. 


Le coefficient situé à la i-ème ligne et à la j-ème colonne est noté a; j. 


Un tel tableau est représenté de la maniére suivante : 


API 012 ... Aj ven Aip 
421 022 ... Adj ve. Adp 
A= ou A= (ai zeien ou (aij). 
Qil Qi2 ... Qij +. Qip 1<j<p 
Qni An2 ve Anj vw Anp 
Exemple 1 


Aa-[1 25 
0 3 7 


est une matrice 2 x 3 avec, par exemple, a1,1 = 1 et a2,3 = 7. 


Encore quelques définitions : 
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Définition 2 


- Deux matrices sont égales lorsqu'elles ont la méme taille et que les coefficients corres- 
pondants sont égaux. 

- L'ensemble des matrices à n lignes et p colonnes à coefficients dans K est noté M, (IK). 
Les éléments de M, (R) sont appelés matrices réelles. 


1.2. Matrices particulieres 


Voici quelques types de matrices intéressantes : 
- Sin = p (méme nombre de lignes que de colonnes), la matrice est dite matrice carrée. On 
note M,(K) au lieu de M, , (K). 


ai, a1,2 on din 
a21 A223 ... dan 
Qni An2 ew. Ann 


Les éléments a11,422,...,4nn forment la diagonale principale de la matrice. 
- Une matrice qui n’a qu'une seule ligne (n = 1) est appelée matrice ligne ou vecteur ligne. 
On la note 


A = (ai: Q12 =... aip). 


— De mème, une matrice qui n'a qu'une seule colonne (p = 1) est appelée matrice colonne ou 
vecteur colonne. On la note 
a 
KEN 
A=| . 
KI 


- La matrice (de taille n x p) dont tous les coefficients sont des zéros est appelée la matrice 
nulle et est notée 0, p ou plus simplement 0. Dans le calcul matriciel, la matrice nulle joue 
le rôle du nombre 0 pour les réels. 


1.3. Addition de matrices 


Définition 3. Somme de deux matrices 


Soient A et B deux matrices ayant la méme taille n x p. Leur somme C = A +B est la matrice 
de taille n x p définie par 
cij-aijtbij. 


En d'autres termes, on somme coefficients par coefficients. Remarque : on note indifféremment a i j 


où a; j pour les coefficients de la matrice A. 


Exemple 2 


Si A= 9 c2 et B= 9 5 alors A+B= 3 al 
9; =| 3 6 
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-2 


Par contre si B'= | á 


| alors A+B’ n'est pas définie. 


Définition 4. Produit d'une matrice par un scalaire 


Le produit d'une matrice A = (aij) de Mn (IK) par un scalaire a € K est la matrice (aa;;) 
formée en multipliant chaque coefficient de A par a. Elle est notée a- A (ou simplement aA). 


Exemple 3 


1 2 3 


0 1 0 


Si A= 
' | 0 2 0 


2 4 
| et a=2 alors aA = | d | 


La matrice (—1)A est opposée de A et est notée —A. La différence A —B est définie par A +(—B). 


Exemple 4 


2 -1 -1 4 2 -5 -2 
Si A = 9 et B = alors A-B- À 2 : 
4 -5 2 7 -5 3 


L'addition et la multiplication par un scalaire se comportent sans surprises : 


Proposition 1 


Soient A, B et C trois matrices appartenant à M, „(K). Soient a € K et B € K deux scalaires. 


1. A+B=B+A : la somme est commutative, 

2. A+(B+C)=(A+B)+C : la somme est associative, 

3. A+0=A : la matrice nulle est l'élément neutre de l'addition, 
4. (a+ B)A = qA + pA, 

5. a(A+B)= aA + aB. 


Démonstration 


Prouvons par exemple le quatrième point. Le terme général de (a+ B)A est égal à (a+ Bja;;. D’après les 
règles de calcul dans K, (a+ fa; j est égal à aa j j + Bai j qui est le terme général de la matrice aA + BA. 


Mini-exercices 


ng (13) aliii e (1:2) itije-(3 
e 


sommes possibles de deux de ces matrices. Calculer 3A 4 2C et 5B — AD. Trouver a tel 


2 
d Calculer toutes les 


que À - aC soit la matrice nulle. 


. Montrer que si À +B = À, alors B est la matrice nulle. 


. Que vaut 0-A ? et 1. A? Justifier l'affirmation ` a(BA) = («p)A. Idem avec nA = À + A + 
++ +A (n occurrences de A). 


10 
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2. Multiplication de matrices 


2.1. Définition du produit 


Le produit AB de deux matrices À et B est défini si et seulement si le nombre de colonnes de A 
est égal au nombre de lignes de B. 


Définition 5. Produit de deux matrices 


Soient À = (a;;) une matrice n x p et B =(b;;) une matrice p x q. Alors le produit C = AB est 
une matrice n x q dont les coefficients ci; sont définis par : 


P 
Cij= D @irbr) 
k=1 


On peut écrire le coefficient de façon plus développée, à savoir : 
Cij -ajibij +a;i2bo; Ten +aikbkj+ GO jipbpj. 
Il est commode de disposer les calculs de la facon suivante. 


x 
x 
-B 


x 


x 


x x x x w zi w Cij 


Avec cette disposition, on considère d'abord la ligne de la matrice A située a gauche du coefficient 
que l'on veut calculer (ligne représentée par des x dans A) et aussi la colonne de la matrice B située 
au-dessus du coefficient que l'on veut calculer (colonne représentée par des x dans B). On calcule 
le produit du premier coefficient de la ligne par le premier coefficient de la colonne (a;1 x b1;), que 
l'on ajoute au produit du deuxième coefficient de la ligne par le deuxième coefficient de la colonne 
(ai2 X baj), que l'on ajoute au produit du troisième... 


2.2. Exemples 


Exemple 5 
1 2 3 EE 
2 3 4 
1 1 


On dispose d’abord le produit correctement (à gauche) : la matrice obtenue est de taille 
2 x 2. Puis on calcule chacun des coefficients, en commençant par le premier coefficient c11 = 
1x1+2x(-1) + 3 x 1 =2 (au milieu), puis les autres (à droite). 


11 
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1 2 1 2 

-1 1 =Ï d 

1 1 1 1 
12 3 C11 C12 1 2.3 2 C12 12 3 
A 3 i P Se ; 3 d ia M ; 3 4 


1 2 
-1 1 
1 


Alors u x v est une matrice de taille 1 x 1 dont l'unique coefficient est a1b1+a29b2+---+a,b,. Ce 


nombre s'appelle le produit scalaire des vecteurs u et v. 


Calculer le coefficient c;; dans le produit A x B revient donc à calculer le produit scalaire des 


vecteurs formés par la i-ème ligne de A et la j-ème colonne de B. 


2.3. Pièges à éviter 


Premier piége. Le produit de matrices n'est pas commutatif en général. 


En effet, il se peut que AB soit défini mais pas BA, ou que AB et BA soient tous deux définis mais 


pas de la méme taille. Mais même dans le cas où AB et BA sont définis et de la même taille, on a 


en général AB Z BA. 


Exemple 6 


Deuxième piège. AB =0 n'implique pas A = 0 ou B - 0. 


Il peut arriver que le produit de deux matrices non nulles soit nul. En d'autres termes, on peut 


avoir À z 0 et B Z0 mais AB = 0. 
Exemple 7 


Troisième piège. AB = AC n'implique pas B = C. On peut avoir AB = AC et BZC. 
Exemple 8 
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2.4. Propriétés du produit de matrices 
Malgré les difficultés soulevées au-dessus, le produit vérifie les propriétés suivantes : 


Proposition 2 


. A(BC)= (AB)C : associativité du produit, 


. A(B+C)=AB+AC et (B-C)A- BA +CA : distributivité du produit par rapport 


à la somme, 


3. A-0=0 et 0-A=0. 


Démonstration 


Posons A = (a;j) € Ma p (IK), B = (bij) € Mp, (K) et C = (cij) € Me, (IK). Prouvons que A(BC) = (AB)C en 
montrant que les matrices A(BC) et (AB)C ont les mémes coefficients. 


p 
Le terme d'indice (i,k) de la matrice AB est xj; = DE aieber. Le terme d'indice (7,7) de la matrice (AB)C 
feat 


d d 
D %ikCkRj = DÀ | 
k=1 k=1 \£ 


est donc 
p 


suba; 
1 


q 
Le terme d'indice (Z, j) de la matrice BC est ys; = Y bercr;. Le terme d'indice (i, j) de la matrice A(BC) 
k=1 


est donc 
p q 
Y aie | a baen) a 
r2 k=1 


Comme dans K la multiplication est distributive et associative, les coefficients de (AB)C et A(BC) 
coïncident. Les autres démonstrations se font comme celle de l'associativité. 


2.5. La matrice identité 


La matrice carrée suivante s'appelle la matrice identité : 


O ... 0 
1 0 

In= e 
0 0 1 


Ses éléments diagonaux sont égaux à 1 et tous ses autres éléments sont égaux à 0. Elle se note 
I, ou simplement I. Dans le calcul matriciel, la matrice identité joue un rôle analogue à celui du 
nombre 1 pour les réels. C'est l'élément neutre pour la multiplication. En d'autres termes : 


Proposition 3 


Si A est une matrice n x p, alors 


13 
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Démonstration 


Nous allons détailler la preuve. Soit A € M, ,(K) de terme général a;;. La matrice unité d'ordre p est 
telle que tous les éléments de la diagonale principale sont égaux à 1, les autres étant tous nuls. 

On peut formaliser cela en introduisant le symbole de Kronecker. Si i et j sont deux entiers, on appelle 
symbole de Kronecker, et on note 6; j, le réel qui vaut O si i est différent de j, et 1 si i est égal à j. 


Donc 

0 si izj 

TE vor 

1 Si i=j. 
Alors le terme général de la matrice identité I„ est ô; j avec i et j entiers, compris entre 1 et p. 
La matrice produit AT, est une matrice appartenant à M,,,(K) dont le terme général c;; est donné 

p 

par la formule c;; = D airÔr;. Dans cette somme, i et j sont fixés et k prend toutes les valeurs 


comprises entre 1 et a Si k A#j alors 05; = 0, et si k = j alors 64; = 1. Donc dans la somme qui 
définit c;;, tous les termes correspondant à des valeurs de k différentes de j sont nuls et il reste donc 
Cij 7 AijÒjj - Aijl=a;j. Donc les matrices AI, et A ont le méme terme général et sont donc égales. 
L'égalité 7, A = A se démontre de la méme facon. 


2.6. Puissance d'une matrice 


Dans l'ensemble M,(K) des matrices carrées de taille n x n à coefficients dans K, la multiplication 
des matrices est une opération interne : si A, B € M,,(IK) alors AB € M (IK). 

En particulier, on peut multiplier une matrice carrée par elle-même : on note A? = Ax A, A? = 
AxAxA. 


On peut ainsi définir les puissances successives d'une matrice : 
Définition 6 


Pour tout A € M,,(K), on définit les puissances successives de A par A? = I„ et AP*1 AP x A 
pour tout p EN. Autrement dit, AP = A x A x--- x A. 
—— 


p facteurs 
Exemple 9 
1 0 1 
On cherche à calculer A? avec A=|0 -1 0|. On calcule A2, A? et A“ et on obtient : 
0 0 2 
10 3 1 0 7 1 0 15 
A?-|0 1 0 A$=A?xA=|0 -1 0 A*-A?xA-|O0 1 0 
0 0 4 0 0 8 0 0 16 


L'observation de ces premières puissances permet de penser que la formule est : A? = 
1 0 2P —1 
0 (-1} 0 |. Démontrons ce résultat par récurrence. 
0 0 2P 
Il est vrai pour p = 0 (on trouve l'identité). On le suppose vrai pour un entier p et on va le 
démontrer pour p +1. On a, d’après la définition, 


1 0 2-1 1 0 1 1 0 Ser, 2 


AP"-A?"xA-|0 CDP 0 |x|0 -1 O|-|0 C17" oœ 
0 0 2P o o 2 lo o 2p+1 
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2.7. Formule du binóme 


Comme la multiplication n'est pas commutative, les identités binomiales usuelles sont fausses. En 
particulier, (A + B? ne vaut en général pas A? +2AB + B?, mais on sait seulement que 


(A+B) -A? c AB- BA B?, 


Proposition 4. Calcul de (A + B)? lorsque AB = BA 


Soient A et B deux éléments de M,(K) qui commutent, c'est-à-dire tels que AB = BA. Alors, 
pour tout entier p > 0, on a la formule 


p 
(A +B)? = Y nte 
k-0 k 


oü (2) désigne le coefficient du binôme. 


La démonstration est similaire à celle de la formule du binôme pour (a +b)’, avec a,b E R. 


Exemple 10 
1111 0 1 1 1 
0 1 2 1 0 0 2 1 
Soit À = . On pose N=A—]= . La matrice N est nilpotente (c'est- 
0 0 1 3 0 0 0 3 
000 1 0000 
à-dire il existe k € N tel que N^ = 0) comme le montrent les calculs suivants : 
0024 0006 
0006 0000 
N? = N = t N*=0. 
0 0 0 0 0 000! ° 
0000 0000 


Comme on a A =I +N et les matrices N et I commutent (la matrice identité commute avec 
toutes les matrices), on peut appliquer la formule du binôme de Newton. On utilise que I^ = I 
pour tout k et surtout que N* = 0 si k > 4. On obtient 


Dp 3 
AP E Y n = Y dä =I+pN+ e IN + PX AEn y3, 


k-0 k=0 
D'où 
1 p p? p(p?-p+1) 
AP = 0 1 2p  p(3p-2) 
00 1 3p 
0 0 1 
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Mini-exercices 
: SE L zé m): B= H h ( E ) E = (x y 2). Quels produits 


. Soient A = (61 0) et B = T 8). Galouler A?, 88, AB et BA. 


10 
12 
00 0 

2 oj e d Calculer A? et B? pour tout p > 0. Montrer que AB = 


0 

1 

. Soient A — (8 
BA. Calculer (A + 


3. Inverse d'une matrice : définition 
3.1. Définition 
Définition 7. Matrice inverse 


Soit A une matrice carrée de taille n x n. S'il existe une matrice carrée B de taille n x n telle 
que 
AB-I et BA =T, 


on dit que A est inversible. On appelle B l'inverse de A et on la note A1. 


On verra plus tard qu'il suffit en fait de vérifier une seule des conditions AB = I ou bien BA - I. 


— Plus généralement, quand A est inversible, pour tout p € N, on note : 


A P=(A P = AHATE... ATE, 
m 


p facteurs 


- L'ensemble des matrices inversibles de M, (K) est noté GL (K). 
3.2. Exemples 


Exemple 11 


Soit A = (12). Étudier si A est inversible, c'est étudier l'existence d'une matrice B = (22) à 
coefficients dans K, telle que AB =I et BA =I. Or AB = I équivaut à : 


1 2\ja b 1 0 a+2c b+2d 1 0 
AB=I = = <> = 
lè ; : À lo `| | 3c 3d | lo j 


Cette égalité équivaut au système : 


a+2c=1 
b+2d=0 
3c =0 
3d=1 
Sa résolution est immédiate : a = 1, b = -2, c =0, d = 4. Il n'y a donc qu'une seule matrice 


: S 1-2 
possible, à savoir B — | 0 d Pour prouver qu'elle convient, il faut aussi montrer l'égalité 
3 


BA - I, dont la vérification est laissée au lecteur. La matrice A est donc inversible et A^! = 
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Exemple 12 


b 
La matrice À = (2 2) n'est pas inversible. En effet, soit B — : a une matrice quelconque. 
c 


BA-|* b 3 0|_[3a+5b 0 
c d]\5 0 3c+5d 0 


ne peut jamais être égal à la matrice identité. 


Alors le produit 


Exemple 13 


- Soit 7„ la matrice carrée identité de taille n x n. C'est une matrice inversible, et son 
inverse est elle-même par l'égalité 7,1, = In. 

- La matrice nulle 0, de taille n x n n'est pas inversible. En effet on sait que, pour toute 
matrice B de M, (K), on a BO, = 0,, qui ne peut jamais être la matrice identité. 


3.3. Propriétés 
Unicité 


Proposition 5 


Si A est inversible, alors son inverse est unique. 


Démonstration 


La méthode classique pour mener à bien une telle démonstration est de supposer l'existence de deux 
matrices B et B» satisfaisant aux conditions imposées et de démontrer que B = B5. 

Soient donc B, telle que AB; = B1A = T, et Bo telle que AB5 = B2A = In. Calculons Bo(AB,). D'une 
part, comme AB, =1,, on a B2(AB:;) = B5. D'autre part, comme le produit des matrices est associatif, 
ona B2(AB:) = (B2A)B: = I„B1 =B1. Donc B, = B3. 


Inverse de l'inverse 


Proposition 6 


Soit A une matrice inversible. Alors A”! est aussi inversible et on a : 


wim SA l 


Inverse d'un produit 
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Proposition 7 


Soient À et B deux matrices inversibles de même taille. Alors AB est inversible et 
(AB) !=-B A^ | 


Il faut bien faire attention à l'inversion de l'ordre! 


Démonstration 


Il suffit de montrer (B 1A 1Y((AB) 2 I et (ABB A 1)=1I. Cela suit de 


(B 'A '(AB)=B (AA )B- B! IB-B^! B - I, 
et (AB(B-lA-)- AGB DA = AIA 1 = A4 =]. 


De facon analogue, on montre que si A1,..., A, sont inversibles, alors 
(AyAa Am) | S AS e 


Simplification par une matrice inversible 


Si C est une matrice quelconque de M,(K), nous avons vu que la relation AC = BC où A et B sont 
des éléments de M,(K) n'entraine pas forcément l'égalité A = B. En revanche, si C est une matrice 


inversible, on a la proposition suivante : 


Proposition 8 


Soient À et B deux matrices de M,(K) et C une matrice inversible de M „(K). Alors l'égalité 
AC = BC implique l'égalité A = B. 


Démonstration 


Ce résultat est immédiat : si on multiplie à droite l'égalité AC = BC par C^, on obtient l'égalité : 
(AC)C”!=(BC)C”!. En utilisant l'associativité du produit des matrices on a A(CC 1!) = B(CC”?), ce 
qui donne d’après la définition de l'inverse AI = BI, d’où A = B. 


Mini-exercices 


1. Soient A = (4 2) et B = (21). Calculer A !, B ! , (AB) !, (BA) !, A ?. 


100 
2. Calculer l'inverse de (ô 2 d 


-1-20 
9. Soit À = ( 2 3 d Calculer 2A — A2. Sans calculs, en déduire A"). 


4. Inverse d’une matrice : calcul 


Nous allons voir une méthode pour calculer l'inverse d'une matrice quelconque de manière efficace. 
Cette méthode est une reformulation de la méthode du pivot de Gauss pour les systémes linéaires. 
Auparavant, nous commençons par une formule directe dans le cas simple des matrices 2 x 2. 
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4.1. Matrices 2 x 2 


b 
Considérons la matrice 2 x 2 : A = : | : 
c 


Proposition 9 


Si ad — bc #0, alors A est inversible et 


Démonstration 


On vérifie que si B = 1 ( 4, -b) alors AB = (19). Idem pour BA. 


4.2. Méthode de Gauss pour inverser les matrices 


4.3 


La méthode pour inverser une matrice À consiste à faire des opérations élémentaires sur les lignes 
de la matrice A jusqu'à la transformer en la matrice identité I. On fait simultanément les mêmes 
opérations élémentaires en partant de la matrice I. On aboutit alors à une matrice qui est A”!. 
La preuve sera vue dans la section suivante. 


En pratique, on fait les deux opérations en méme temps en adoptant la disposition suivante : à 
cóté de la matrice A que l'on veut inverser, on rajoute la matrice identité pour former un tableau 
(A | 7). Sur les lignes de cette matrice augmentée, on effectue des opérations élémentaires jusqu'à 
obtenir le tableau (I | B). Et alors B = A". 


Ces opérations élémentaires sur les lignes sont : 


1. L; — AL; avec A Z 0 : on peut multiplier une ligne par un réel non nul (ou un élément de 
K \ {0}). 


2. Li — Lj * AL j avec À € K (et j Z i) : on peut ajouter à la ligne L; un multiple d'une autre ligne 
Ly: 


3. L; => L j : on peut échanger deux lignes. 


N'oubliez pas : tout ce que vous faites sur la partie gauche de la matrice augmentée, vous devez 
aussi le faire sur la partie droite. 


Un exemple 


1 2 1 
Calculons l'inverse de A=| 4 0 -1 
-1 2 2 


Voici la matrice augmentée, avec les lignes numérotées : 


1 2 111 0 0] 14 
(AlD=| 4 0 -110 1 0 | z» 
-1 2 21001] L 


On applique la méthode de Gauss pour faire apparaître des O sur la première colonne, d'abord sur 
la deuxième ligne par l'opération élémentaire Lo — Lo — AL qui conduit à la matrice augmentée : 


1 2 1 1 0 0 
0 -8 -51-4 1 0 
0 4 3 1 0 1 L3-L3+L: 


On multiplie la ligne L2» afin qu'elle commence par 1 : 


12 1/1 0 0 
0121i-l10]|n-in 
0 4 3/1 0 1 


On continue afin de faire apparaître des 0 partout sous la diagonale, et on multiplie la ligne L3. 
Ce qui termine la première partie de la méthode de Gauss : 


12 1/1 0 0 12 1/1 0 0 
012/24 -4 0 puis 012/24 -4 0 
00 Z|-1 3 1) L:-L:-41 0 0 1|-2 1 2) 2-21, 


AP A T 1 0 0-5 i à )|n-n-n-n 
0 1 0! Z -$ -5 | z:-1:-51, puis 0 1 0) 7 -$ -š 
0 0 1|- 1 2 00 1-2 1 2 


Ainsi l'inverse de A est la matrice obtenue à droite et après avoir factorisé tous les coefficients par 


L'on a obtenu : 


4? 
-2 2 2 
Ad 7 -3 -5 
-8 4 8 


Pour se rassurer sur ses calculs, on n'oublie pas de vérifier rapidement que A x A^! =I. 


Mini-exercices 


1. Si possible calculer l'inverse des matrices : ( 


2. Soit A(0) = (£058 - 6). Calculer A(0) 1. 


sin8 cosò 


à A 1 
3. Calculer l'inverse des matrices : ( 2, 


5. Inverse d'une matrice : systèmes linéaires et matrices 
élémentaires 


5.1. Matrices et systèmes linéaires 


Le système linéaire 


@11X1 + QG12X2 + w + Qip Xp = bi 
a21 X1 + oan Tt" + G2pXp = bo 
Qani %X1 + Qn2X2 + >> + QAnp%p = bn 


peut s'écrire sous forme matricielle : 


an ap x1 bi 
a21 Q2p X2 b2 
An] e... Unp Xp bn 

1—— a M —— 
A X B 


On appelle A € M, (IX) la matrice des coefficients du système. B € M, 1(K) est le vecteur du second 
membre. Le vecteur X € M, (IK) est une solution du système si et seulement si 


AX =B. 


Nous savons que: 


Théorème 1 


Un système d'équations linéaires n'a soit aucune solution, soit une seule solution, soit une 


infinité de solutions. 


5.2. Matrices inversibles et systèmes linéaires 


Considérons le cas oü le nombre d'équations égale le nombre d'inconnues : 


Q11 ... Gin Xi bi 
491 ... Aon X9 bo 
Üni «+ Ann Ea bn 

——M——9—— —— 
A X B 


Alors A € M,(K) est une matrice carrée et B un vecteur de M, (K). Pour tout second membre, 


nous pouvons utiliser les matrices pour trouver la solution du systéme linéaire. 
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Proposition 10 


Si la matrice À est inversible, alors la solution du système AX =B est unique et est : 


La preuve est juste de vérifier que si X = A !B, alors AX = A(A 1B) = (AA 1)B- I -B =B. 
Réciproquement si AX = B, alors nécessairement X = A”!B. Nous verrons bientôt que si la matrice 
n'est pas inversible, alors soit il n'y a pas de solution, soit une infinité. 


Les matrices élémentaires 
Pour calculer l'inverse d'une matrice À, et aussi pour résoudre des systèmes linéaires, nous avons 
utilisé trois opérations élémentaires sur les lignes qui sont : 


1. Lj — AL; avec A Z 0 : on peut multiplier une ligne par un réel non nul (ou un élément de 
K \ {0}). 

2. Li — Li * AL; avec à E K (et j Z i) : on peut ajouter à la ligne L; un multiple d'une autre ligne 
Lj. 

3. L; => L j : on peut échanger deux lignes. 


Nous allons définir trois matrices élémentaires Er. A... EL; L AL j> Er; Lj correspondant à ces 
opérations. Plus précisément, le produit E x A correspondra à l'opération élémentaire sur A. Voici 
les définitions accompagnées d'exemples. 


1. La matrice Er Ar, est la matrice obtenue en multipliant par A la i-ème ligne de la matrice 
identité 7„, où À est un nombre réel non nul. 


Er,-51, zx 


CO © © Fa 
CO © Oo © 
O ka © © 
ka © © © 


2. La matrice Er, 1,11, est la matrice obtenue en ajoutant A fois la j-ème ligne de I, à la 
i-ème ligne de Iņ. 


1000 
-8100 
Eta-la-347|'Q 0 1 0 
0001 


3. La matrice Er. est la matrice obtenue en permutant les i-éme et j-ème lignes de In. 


ÉL,oL, =EL,<>Lo = 


O © O MH 
H © © © 
O ka © © 
© © rä © 


Les opérations élémentaires sur les lignes sont réversibles, ce qui entraîne l’inversibilité des 
matrices élémentaires. 


Le résultat de la multiplication d'un matrice élémentaire E par A est la matrice obtenue en 
effectuant l'opération élémentaire correspondante sur A. Ainsi : 


22 


1. La matrice Er. air, x À est la matrice obtenue en multipliant par A la i-ème ligne de A. 


2. La matrice Er,.1,+11, x A est la matrice obtenue en ajoutant A fois la j-ème ligne de A à la 
i-éme ligne de A. 


3. La matrice Er, zx A est la matrice obtenue en permutant les i-ème et j-ème lignes de A. 


Exemple 14 
1. 
1 0 0 X1 X9 X3 X1 X2 X3 
Er, irn, *A=]0 i 0|x|xi y2 »s|-|ix 30 i» 
0 0 1 21 Z2 23 21 22 23 
2. 
1 0 -7 X1 X9 X3 X1— 421 x2-Tzo X3-— [23 
Ep-n-L,xAÀ-|0 1 O|x|»x: 32 y|=| 3 y2 ya 
0.0 1 Z1 22 23 zı 22 23 
3. 
1 0 0 X1 X2 X3 Xi X2 X3 
Er, xA=|0 0 1|x|yx: y2 ys|-]|zi 22 23 
010 Z1 Z2 23 yi ya ya 


5.4. Équivalence a une matrice échelonnée 
Définition 8 


Deux matrices A et B sont dites équivalentes par lignes si l’une peut être obtenue a partir 
de l'autre par une suite d'opérations élémentaires sur les lignes. On note A ~B. 


Définition 9 


Une matrice est échelonnée gi: 
- le nombre de zéros commençant une ligne croît strictement ligne par ligne jusqu'à ce 
qu'il ne reste plus que des zéros. 
Elle est échelonnée réduite si en plus : 
- le premier coefficient non nul d'une ligne (non nulle) vaut 1; 
- et c’est le seul élément non nul de sa colonne. 


Exemple d'une matrice échelonnée (à gauche) et échelonnée réduite (à droite); les + désignent des 
coefficients quelconques, les + des coefficients non nuls : 


+ k k k k kok 1 x 00 * x 0 
0 0 + x * * x 0.0 10 * * 0 
0. 0 0 + * x x 00 0 1 * * 0 
0 0 0 0 0 0 + 0000001 
0 0 0 0 0 0 0 0000000 
0 0 0 0 0 0 0 0000000 


23 


Théorème 2 


Etant donnée une matrice A € M, (IK), il existe une unique matrice échelonnée réduite U 
obtenue à partir de À par des opérations élémentaires sur les lignes. 


Ce théorème permet donc de se ramener par des opérations élémentaires à des matrices dont la 
structure est beaucoup plus simple : les matrices échelonnées réduites. 


Démonstration 


Nous admettons l'unicité. 

L'existence se démontre grâce à l'algorithme de Gauss. L'idée générale consiste à utiliser des substitu- 
tions de lignes pour placer des zéros là oü il faut de facon à créer d'abord une forme échelonnée, puis 
une forme échelonnée réduite. 


Soit A une matrice n x p quelconque. 


Partie A. Passage à une forme échelonnée. 

Étape A.1. Choix du pivot. 

On commence par inspecter la premiére colonne. Soit elle ne contient que des zéros, auquel cas on 
passe directement à l'étape A.3, soit elle contient au moins un terme non nul. On choisit alors un tel 
terme, que l'on appelle le pivot. Si c'est le terme a11, on passe directement à l'étape A.2; si c'est un 
terme a;1 avec i Z 1, on échange les lignes 1 et i (L, — Li) et on passe à l'étape A.2. 

Au terme de l'étape A.1, soit la matrice A a sa première colonne nulle (à gauche) ou bien on obtient 
une matrice équivalente dont le premier coefficient a^, est non nul (à droite) : 


À / T / 
0 a12 en auj DE aip Q1 Q19 HA aij ... aip 
I lA lA Ki 
0 as n adj DOU Q2p do RES .. a D don 
0 = À ou bien ; Y j ; |A. 
ai2 DOU Qij DOU Qip a ii KAP DE) di; din 
... * DOU ! lé DOU ! DOU ! 
0 an Anj Anp ani an2 anj anp 


Étape A.2. Élimination. 


On ne touche plus à la ligne 1, et on se sert du pivot a’, pour éliminer tous les termes ai (avec i 2 2) 
NN : ; : 3 S EN ; 
situés sous le pivot. Pour cela, il suffit de remplacer la ligne i par elle-même moins 77^ x la ligne 1, ceci 
: a! a! P 
pour i-2,...,n : Lo < Lo ar Li, Las L3 = Pro 


11 11 
Au terme de l'étape A.2, on a obtenu une matrice de la forme 


1 I 1 
Ou Q19 ... aij ... aip 
I I! In 
0 oos" wl ` day 
j ~A 
n n In ^ 
0 aÇ ijo aij din 
I I n 
0 a, Anj Anp 


Étape A.3. Boucle. 
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Au début de l'étape A 3. on a obtenu dans tous les cas de figure une matrice de la forme 


1 1 1 1 
x Ga Cr ip 
le Uh 1 
0229 Si är 
$ - À 
1 1 
0 a» aij aip 
1 1 T EA 
Oo a nj Anp 


dont la première colonne est bien celle d'une matrice échelonnée. On va donc conserver cette première 
colonne. Si al, Á 0, on conserve aussi la première ligne, et l'on repart avec l'étape A.1 en l'appliquant 
cette fois à la sous-matrice (n - 1) x (p - 1) (ci-dessous à gauche : on « oublie » la première ligne et 
la première colonne de A); si al, = 0, on repart avec l'étape A.1 en l'appliquant à la sous-matrice 
n x (p — 1) (à droite, on « oublie » la première colonne): 


1 1 1 
xa dev Bets NE: D aij Tip 
22 2j 2p 2 R E: De MN Ï 
A A ; 22 2j 2p 
al, Up TUS Tm 1 1 1 
S x Œ io aij di 

1 1 1 

a A. e a 
n2 nj np 1 us H Ses 1 
ang Anj anp 


Au terme de cette deuxième itération de la boucle, on aura obtenu une matrice de la forme 


1 1 "INE E 
dij Ci w an; Gip 
2 2 2 
0 Q29 ... ao; ... dgn 
3 A 
2 , 
0 0 aj; a, 
2 2 
0 0 Anj anp 


et ainsi de suite. 
Comme chaque itération de la boucle travaille sur une matrice qui a une colonne de moins que la 
précédente, alors au bout d'au plus p —1 itérations de la boucle, on aura obtenu une matrice échelonnée. 


Partie B. Passage à une forme échelonnée réduite. 

Étape B.1. Homothéties. 

On repére le premier élément non nul de chaque ligne non nulle, et on multiplie cette ligne par 
l'inverse de cet élément. Exemple : si le premier élément non nul de la ligne i est a # 0, alors on 
effectue L; — lp. Ceci crée une matrice échelonnée avec des 1 en position de pivots. 


Étape B.2. Élimination. 
On élimine les termes situés au-dessus des positions de pivot comme précédemment, en procédant 
à partir du bas à droite de la matrice. Ceci ne modifie pas la structure échelonnée de la matrice en 
raison de la disposition des zéros dont on part. 
Exemple 15 
Soit 
1 2 
A=|0 2 
0 
A. Passage à une forme échelonnée. 
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Première itération de la boucle, étape A 1 Le choix du pivot est tout fait, on garde aji = Ï; 
Première itération de la boucle, étape A.2. On ne fait rien sur la ligne 2 qui contient déjà un 
zéro en bonne position et on remplace la ligne 3 par L3 — L3 + L1. On obtient 


1234 
A-|[0 2 4 6]. 
02 4 4 


Deuxième itération de la boucle, étape A 1 Le choix du pivot est tout fait, on garde al, = 2. 
Deuxième itération de la boucle, étape A.2. On remplace la ligne 3 avec l'opération L3 — 
L3 — Lo. On obtient 
1 2 3 4 
A-|0 2 4 6 
000 -2 
Cette matrice est échelonnée. 


B. Passage à une forme échelonnée réduite. 
Étape B.1, homothéties. On multiplie la ligne 2 par i et la ligne 3 par -i et l'on obtient 


1234 
A-|[0 1 2 3]. 
000 1 
Étape B.2, première itération. On ne touche plus à la ligne 3 et on remplace la ligne 2 par 
Lo — Lo -3L3 et Li — Li —4L3. On obtient 
1230 
A-|[0 1 2 01. 
000 1 


Étape B.2, deuxiéme itération. On ne touche plus à la ligne 2 et on remplace la ligne 1 par 
Li — Lı — 2L». On obtient 


qui est bien échelonnée et réduite. 


5.5. Matrices élémentaires et inverse d'une matrice 


Théorème 3 


Soit À € M „(K). La matrice A est inversible si et seulement si sa forme échelonnée réduite 
est la matrice identité In. 
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Démonstration 


Notons U la forme échelonnée réduite de A. Et notons E le produit de matrices élémentaires tel que 
EA=U. 
< Si U =I, alors EA = I,. Ainsi par définition, A est inversible et A ! =E. 
=> Nous allons montrer que si U Z In, alors A n'est pas inversible. 
- Supposons U # I „. Alors la dernière ligne de U est nulle (sinon il y aurait un pivot sur chaque 
ligne donc ce serait In). 
- Cela entraîne que U n'est pas inversible : en effet, pour tout matrice carrée V, la dernière 
ligne de UV est nulle; on n'aura donc jamais UV = I}. 
- Alors, A n'est pas inversible non plus : en effet, si A était inversible, on aurait U = EA et U 
serait inversible comme produit de matrices inversibles (E est inversible car c'est un produit 
de matrices élémentaires qui sont inversibles). 


Remarque 


Justifions maintenant notre méthode pour calculer A"). 

Nous partons de (A|I) pour arriver par des opérations élémentaires sur les lignes à (/|B). 
Montrons que B = A”!. Faire une opération élémentaire signifie multiplier à gauche par une 
des matrices élémentaires. Notons E le produit de ces matrices élémentaires. Dire que l'on 
arrive à la fin du processus à I signifie EA = I. Donc A^! = E. Comme on fait les mêmes 
opérations sur la partie droite du tableau, alors on obtient EI = B. Donc B = E. Conséquence : 
Bea. 


Corollaire 1 


Les assertions suivantes sont équivalentes : 


(i) La matrice A est inversible. 
0 


(ii) Le système linéaire AX = | : | a une unique solution X = |: 
0 0 
(iii) Pour tout second membre B, le système linéaire AX = B a une unique solution X. 


Démonstration 


Nous avons déjà vu (i) => (ii) et (i) = (iii). 

Nous allons seulement montrer (ii) => (i). Nous raisonnons par contraposée : nous allons montrer la 
proposition équivalente non(i) => non(ii). Si A n'est pas inversible, alors sa forme échelonnée réduite 
U contient un premier zéro sur sa diagonale, disons à la place 7. Alors U à la forme suivante 


1 0 GUD ci * SE * —C1 
GO * 

0 0 1 cea * —C£-1 
0 0 0 * * On note X = 1 
0 0 0 * * 0 
mu D F 0 


Alors X n'est pas le vecteur nul, mais UX est le vecteur nul. Comme A = E-!U, alors AX est le vecteur 
nul. Nous avons donc trouvé un vecteur non nul X tel que AX — 0. 


2T 


Mini-exercices 


1. Exprimer les systèmes linéaires suivants sous forme matricielle et les résoudre en 
x+t=a 

2x+4y=7 ES x-2y=p 

X — — — 
7 24 Sapen a à 
=2x+3y=>14 x+y+t=2 
x+z=1 

y+t=4 


inversant la matrice : | 


2. Écrire les matrices 4 x 4 correspondant aux opérations élémentaires : Lo — Lo, L3 < 
L3- ILo, L4 — La. Sans calculs, écrire leurs inverses. Écrire la matrice 4 x 4 de l'opéra- 
tion Li — L1 -2L3+38LA. 


3. Ecrire les matrices suivantes sous forme échelonnée, puis échelonnée réduite : 


1 2 3| (102 n 
E 4 ó (1-11), Gd 
Ehe A 


6. Matrices triangulaires, transposition, trace, matrices sy- 
métriques 


6.1. Matrices triangulaires, matrices diagonales 


Soit A une matrice de taille n x n. On dit que A est triangulaire inférieure si ses éléments 


au-dessus de la diagonale sont nuls, autrement dit : 
i <j => (j j = 0. 


Une matrice triangulaire inférieure a la forme suivante : 


aı 0 0 
a21 Q22 

0 
Qni an ... ... Unn 


On dit que A est triangulaire supérieure si ses éléments en-dessous de la diagonale sont nuls, 
autrement dit : 
i >j => Uij= 0. 


Une matrice triangulaire supérieure a la forme suivante : 


Q11 ajo ... ... ... Ain 
0 ap ... ... ... An 
0 O anm 
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Exemple 16 


Deux matrices triangulaires inférieures (à gauche), une matrice triangulaire supérieure (à 
droite) : 


4 0 0 1 1 -1 
0 -1 0 | d 0 -1 -1 
1 -2 
3 -2 3 0 0 -1 


Une matrice qui est triangulaire inférieure et triangulaire supérieure est dite diagonale. Autre- 
ment dit : ï X j => aij-0. 


Exemple 17 
Exemples de matrices diagonales : 


-1 

0 0 5.3 
0 6 0 et 
0 0 0 


Exemple 18. Puissances d'une matrice diagonale 


Si D est une matrice diagonale, il est trés facile de calculer ses puissances DP (par récurrence 


sur p): 
e D uu du 0 aï O ow ... 0 
0 a 0 .. 0 0 a O ua 0 
D = i : — DP =| s 
0 0 anı 0 0 0 a, 0 
0 0 an 0 0 c 


Théorème 4 


Une matrice À de taille n x n, triangulaire, est inversible si et seulement si ses éléments 


diagonaux sont tous non nuls. 


Démonstration 


Supposons que A soit triangulaire supérieure. 

- Si les éléments de la diagonale sont tous non nuls, alors la matrice A est déjà sous la forme 
échelonnée. En multipliant chaque ligne i par l'inverse de l'élément diagonal aij, on obtient 
des 1 sur la diagonale. De ce fait, la forme échelonnée réduite de A sera la matrice identité. Le 
théoréme 3 permet de conclure que A est inversible. 

- Inversement, supposons qu'au moins l'un des éléments diagonaux soit nul et notons ay, le 
premier élément nul de la diagonale. En multipliant les lignes 1 à /— 1 par l'inverse de leur 
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élément diagonal, on obtient une matrice de la forme 


0" x * 
0 0 1 * : * 
0 0 0 sx * 
0 0 0 * * 


Il est alors clair que la colonne numéro / de la forme échelonnée réduite ne contiendra pas de 1 
comme pivot. La forme échelonnée réduite de A ne peut donc pas être 1, et par le théorème 3, A 
n'est pas inversible. 
Dans le cas d'une matrice triangulaire inférieure, on utilise la transposition (qui fait l'objet de la section 
suivante) et on obtient une matrice triangulaire supérieure. On applique alors la démonstration ci- 
dessus. 


6.2. La transposition 


Soit A la matrice de taille n x p 


aji ap Qip 

a21 a22 a2p 
A= : 

Qn] An2 Unp 


Définition 10 


On appelle matrice transposée de A la matrice AT de taille p x n définie par : 


ai WEN E Qni 
AT Q12 A22 caeso ang 
Qip @2p ... @np 


Autrement dit : le coefficient à la place (i, j) de AT est a ji. Ou encore la i-éme ligne de A devient 
la i-ème colonne de AT (et réciproquement la j-ème colonne de AT est la j-ème ligne de A). 


Notation : La transposée de la matrice A se note aussi souvent ‘A. 


Exemple 19 

1 2 3) [14 -7 0 3y Sai e d 
4 5 -6| =|2 5 8 1 -5 -l M S a -2 57 =|-2 
-7 8 9 3 -6 9 -1 2 5 


L'opération de transposition obéit aux règles suivantes : 
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Théorème 5 


1. (AB) =AT + BT 
2. (aA)T = aAT 


3. (ADT = A 


4. |(AB)T = BTAT | 


5. Si A est inversible, alors AT l'est aussi et on a (AT)! = (A-)T, 


Notez bien l'inversion : (AB)! = BT AT, comme pour (AB)! =B-'A-!. 


. La trace 


Dans le cas d'une matrice carrée de taille n x n, les éléments a11, a22,...,055 sont appelés les 
éléments diagonaux. 
Sa diagonale principale est la diagonale (a11,422,...,U nn). 


Q11 A123 ... Ain 
a21 Q22 ... An 
Ani An? ... Ann 


Définition 11 


La trace de la matrice A est le nombre obtenu en additionnant les éléments diagonaux de A. 


trA =a11+a22 +^" +ann- J 


Autrement dit, 


Exemple 20 
- Si A = (21), alors trA =2+5=7. 
- Pour B=[5 2 8 ),trB=1+2-10=-7. 
11 0 -10 


Théorème 6 


Soient A et B deux matrices n x n. Alors : 


1. tr(A- B) =trA + tr B, 


2. tr(aA) = a tr A pour tout a € IK, 
8. tr(AT) =trA, 
4. tr(AB) = tr(BA). 
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Démonstration 
1. Pour tout 1 < í < n, le coefficient (1,1) de A +B est aj; +b;;. Ainsi, on a bien tr(A + B) = tr(A) + 
tr(B). 
2. On a tr(aA) = aa41*---- aa44 = a(a11 ++ Ann) = atrA. 


3. Étant donné que la transposition ne change pas les éléments diagonaux, la trace de A est égale 
à la trace de AT. 


4. Notons cj; les coefficients de AB. Alors par définition 


Cii = ai1b1i + aigbai t t ainbni. 


Ainsi, 
tr(AB) = abı +@120921 +°: +dinbm 
+a21b12  *a23b22 +. +a2nbn2 
+an101n +an202n ie +annbnn 


On peut réarranger les termes pour obtenir 


tr(AB) = oubu +@21012 tw: +anbin 
+a12b21 +a22b22 +. +angbon 
+Qainbni +aonbn2 +- +AnnDbnn.- 


En utilisant la commutativité de la multiplication dans K, la première ligne devient 
b11811 t 012821 +++ Bian) 


qui vaut le coefficient (1,1) de BA. On note d;; les coefficients de BA. En faisant de méme avec 
les autres lignes, on voit finalement que 


tr(AB) = d11 tt dan = tr(BA). 


6.4. Matrices symétriques 


Définition 12 


Une matrice A de taille n x n est symétrique si elle est égale à sa transposée, c'est-à-dire si 
AAT. 


ou encore si a;; =a jj pour tout i, j = 1,...,n. Les coefficients sont donc symétriques par rapport 
à la diagonale. 


Exemple 21 


Les matrices suivantes sont symétriques : 


-1 0 5 
E 0 2 1 
2 4 
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Exemple 22 


Pour une matrice B quelconque, les matrices B -BT et BT -B sont symétriques. 
Preuve : (BBT)! — (BT)T BT = BB". Idem pour BI B. 


6.5. Matrices antisymétriques 


Définition 13 


Une matrice A de taille n x n est antisymétrique si 
AT =-A, 


c'est-à-dire si aij = —a jj pour tout i, j = 1,...,n. 


Exemple 23 


0 4 2 
-1 
bu) poc 


-2 5 0 


Remarquons que les éléments diagonaux d’une matrice antisymétrique sont toujours tous nuls. 


Exemple 24 
Toute matrice est la somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique. 


Preuve : Soit À une matrice. Définissons B = SA + AT) et C = SA — AT). Alors d'une part 
A=B+C; d'autre part B est symétrique, car BT = AAT +(AT)T) = i(AT +A)=B; et enfin C 
est antisymétrique, car CT = i(AT -(AT)T) = -c. 

Exemple : 


symétrique antisymétrique 


Mini-exercices 


1. Montrer que la somme de deux matrices triangulaires supérieures reste triangulaire 
supérieure. Montrer que c’est aussi valable pour le produit. 


. Montrer que si À est triangulaire supérieure, alors AT est triangulaire inférieure. Et si 


A est diagonale? 
Xi 


X2 
. Soit A =| . |. Calculer AT . A, puis A- AT. 
an 


. Soit A = (2 b). Calculer tr(A A”). 


. Soit A une matrice de taille 2 x 2 inversible. Montrer que si A est symétrique, alors A”! 
aussi. Et si À est antisymétrique ? 


. Montrer que la décomposition d'une matrice sous la forme « symétrique + antisymé- 
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4.6 Changement de Bases 


Définition 4.6.1. : On appelle matrice de passage de la base {e;} à la base 
[ej] du méme espace vectoriel E, la matrice P, ,« dont les colonnes sont 
les composantes des vecteurs e. dans la base {e;} : 
Pil --- Pin 
Pase = Ï ase É = M(idf)e,e;- 
Pal +++ Pan 


Remarque 4.6.1. : Une matrice de passage est toujours inversible et on a 


tre) = Pe er 


Proposition 4.6.1. : Soient x € E, (ei) et (e;) deux bases de E, P = Peje 
et X = M(z)s, X E Mila, on a X' PX. 


Preuve : PX' = M(idg)e e; M(x)e = M{idg(x))e = M(x)e = X. 


Exemple 4.6.1. : 

Soit R? muni de deux bases, la base canonique (e1,€5] et la base (e, eb} 
définie par : 

ech = Qe, + ea, € = 3e1 + 2e 

Soit x = 2e1 + 3e2, calculons les composantes de x dans la base {e}, e3}. 


m RAIN: 


4 
x = —be + 4e. 
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Proposition 4.6.2. : Soient f € £(E, E), {e1,..., €n}, (61, ... En} deux 
bases de E et fel, E let se deux bases de E. 

Notons A = M (Í) eie, Æ = M (Í) a, P = Poe, Q= Pe et. 

On a alors A = QAP. 


Preuve S 
Ee) — Ee) 
ide | | idg 
f / 


Be) — Ee) 
On a foidg = idgof doù M(foidg) = M (idgof), c'est à dire 


M(F)e z M (idk).; s, ES M (ide) e e, M (Feie 


c'est à dire AP! = OTA donc A' = Q^! AP. 


Corollaire 4.6.1. : Soient f € L(E) et (e, ..., enp, Je, emt deux bases 
de E. 

Notons A = M(f)s, 4 = M(f)a et P = Fee. 

On a alors A! = PAP. 
Définition 4.6.2. : Deux matrices A, A € M,{K) sont dites semblables 
s'il existe une matrice P € M,,(K) inversible telle que : 


A = PAP. 


Exemple 4.6.2. : 


Soit f un endomorphisme de R? qui dans la base canonique {e;} est re- 


3 —1 
présenté par la matrice : A = M(f)e, = ( Ur ^à ) ; 
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Déterminons la matrice A' qui représente f dans la base e, = (0, —1) et 


ë= (LI) 
At = PAP 
fi SET 0 1 
|. «1 0 0 2 =T 4 
On a 8 3 =3 01 
bg iui -1 1 


4.7 Rang d'une Matrice 


Définition 4.7.1. : Soit [01,..., Un} une famille de vecteurs, on appelle rang 
de la famille, la dimension de l'espace engendré par les vecteurs v;. 

Soit À € M n (K), A = (c, ..., Cn) où l'on a noté c; les vecteurs colonnes 
de À (c; € K?). On appelle rang de A le rang de la famille des vecteurs 


colonnes de A. 


Proposition 4.7.1. : Soit f € L(E, E’). Soient [e1,..., en) et [ej,..., eh? 
deux bases quelconques de E et E? respectivement et A = M(f)e e, = (aij). 
On a alors rang f = rangA. 
Ainsi deux matrices qui représentent la méme application linéaire dans des 
bases différentes ont méme rang ; en particulier deux matrices semblables ont 


même rang. 
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érie 1 : Espace vectoriel 


Exercice 1 

Montrer que les ensembles ci-dessous sont des espaces vectoriels (sur R) : 

- E, = (f : 0,1] > R} : l'ensemble des fonctions à valeurs réelles définies sur l'intervalle [0,1], muni de 
l'addition f + des fonctions et de la multiplication par un nombre réel À - f. 

- E; = {(un) : N > R} : l'ensemble des suites réelles muni de l'addition des suites définie par (un) + (vn) = 
(un + v4) et de la multiplication par un nombre réel A - (un) = (A x un). 

— E = {P € R[x] | deg P < n} : l’ensemble des polynómes à coefficients réels de degré inférieur ou égal à n 
muni de l'addition P + Q des polynómes et de la multiplication par un nombre réel À - P. 


Exercice 2 


Déterminer lesquels des ensembles E, E», E3 et E4 sont des sous-espaces vectoriels de R2. 
E, = ((x,y, z) E R? | 3x—7y =z} 

E) = { (x,y,z) E R? | 2-2 = 0} 

Ez = { (x,y,z ER? | x+y-z=x+y+z=0} 

E, = { (x,y,z) ER? | zo? +y?) =0} 


Exercice 3 


Soient E = f(x, y, z) € R°|x + y — 2z = 0 et 2x — y -z = 0} 

et F = f(x, y, z) € R? |x + y — z = 0} deux sous-ensembles de IR. 
On admettra que F est un sous-espace vectoriel de IR. 

Soient a = (1,1,1), b = (1,0,1) et c = (0,1,1) 


1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R. 

2. Déterminer une famille génératrice de E et montrer que cette famille est une base. 
3. Montrer que {b, c} est une base de F. 

4. Montrer que (a, b, c} est une famille libre de R3. 

5. A-t-on E @ F = R. 

6. Soit u = (x, y, z), exprimer u dans la base (a, b, c}. 

Exercice 4 


Dans E = R?, soient u1 = (1,1,3), ug = (1, 21, 21), v; = (1,0, 1) et v2 = (2, —1,0). 
Montrer que vect(ui, u2) = vect(vi, vo). 
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Corrections 


Correction de l’exercice 1 


Pour qu'un ensemble E, muni d'une addition x+y € E (pour tout x,y € E) et d'une multiplication par un 
scalaire À -x € E (pour tout À € K, x € E), soit un K-espace vectoriel il faut qu'il vérifie les huit points suivants. 
1. x+ (yz) = (x+y) +z (pour tout x,y,z € E) 
2. il existe un vecteur nul 0 € E tel que x +0 — x (pour tout x € E) 
3. il existe un opposé —x tel que x + (=x) — 0 (pour tout x € E) 
4 


. x+y = y + x (pour tout x, y € E) 
Ces quatre premières propriétés font de (E,--) un groupe abélien. 


5. 1-x =x (pour tout x € E) 

6. À -(x+y) =À -x+ À- y (pour tout À € K =, pour tout x, y € E) 
7. (A +U) x=AÀ -x+ px (pour tout À,u € K, pour tout x € E) 
8. (Ax u):x — À- (ux) (pour tout A, u € K, pour tout x € E) 


Il faut donc vérifier ces huit points pour chacun des ensembles (ici K — R). 
Commençons par £j. 


1. f+(g+A)=(f+g)+h; en effet on bien pour tout t € [0,1] : f (t) + (g(r) - h(t)) = (F(N)+gl()) +h(r) 
d’où l'égalité des fonctions f + (g +h) et (f +g) +h. Ceci est vrai pour tout f, g,h € Ej. 


2. le vecteur nul est ici la fonction constante égale à 0, que l'on note encore 0, on a bien f +0 = f (c'est-à- 
dire pour tout x € [0, 1], (f +0)(t) = f (t), ceci pour toute fonction f). 


3. il existe un opposé — f définie par — f (t) = — ( f (t)) tel que f +(=f) 0 

. fg — gc f (car f(t) + g(r) = g(s) + f (t) pour tout t € [0, 1]). 

5. 1- f = f ; en effet pour tout t € [0,1], (1- £)(t) = 1 x f(t) = f(t). Et une fois que l'on compris que A - f 
vérifie par définition (A - f)(t) = À x f(t) les autres points se vérifient sans peine. 

Arg) SASA 

7. (à +u) f - A- ftw f 

. (Ax u)- f —- ÀA-(u- f); en effet pour tout t € [0,1], (A x u)f(t) — A(uf(t)) 


> 


A 


œ 


Voici les huit points à vérifier pour E» en notant u la suite (Un)nen 


1. u+(v+w)=(u+v)+w 4. u+v=v+u 
2. le vecteur nul est la suite dont tous les termes sont nuls. 5. ]-u—u 


3. La suite —u est définie par (—un)neN 
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4. u+v=v+u 


5. ]-u—u 


6. À -(u+v) — A-u-- À-v : montrons celui-ci en détails par définition u + v est la suite (un +Vn)nen et par 


définition de la multiplication par un scalaire À - (u +v) est la suite (A x (un + pell. _ qui est bien la 


ncN 
suite (A Un + Av) qui est exactement la suite À -u + À - v. 


7. (A - u):u- À-uc u-v 


8. (A x n):u— ÀA- (u-u) 


Voici ce qu'il faut vérifier pour E3, aprés avoir remarqué que la somme de deux polynómes de degré < n est 
encore un polynôme de degré < n (méme chose pour À - P), on vérifie : 


9 A O t FP WX H 


1. P+(O+R)=(P+Q)+R 


. il existe un vecteur nul 0 € £; : c'est le polyn6me nul 
. il existe un opposé —P tel que P + (—P) =0 
.P+Q=0Q+4+P 

1.P =P 


. A:(P+Q)=21-P+2-Q 
. (A +u)-P=2-P+u-P 
. (AXp)-P=2-(u-P) 


Correction de l’exercice 2 


1. 


(a) (0,0,0) € Ei. 

(b) Soient (x,y,z) et (x',y',z”) deux éléments de Ej. On a donc 3x — 7y = et 3x — 7y' = z’. Donc 
3(x-x) —7(y +y) = (z4-z), d’où (x-- x ,y +y,z +z) appartient à Ej. 

(c) Soit Â € Ret (x, y, z) € E1. Alors la relation 3x — 7y = z implique que 3(Ax) — 7(Ay) = Az donc que 
À (x,y,z) = (Ax, Ay, Az) appartient à Ej. 


. Ej = {(x,y,2) € R | x? = z? = 0) c’est-à-dire E; = { (x,y,z) € RÌ | x = zou x = —z). Donc (1,0,—1) 


et (1,0, 1) appartiennent à E? mais (1,0, —1) + (1,0, 1) = (2,0,0) n'appartient pas à E» qui n'est en 
conséquence pas un sous-espace vectoriel de R?. 


. Es est un sous-espace vectoriel de IR?. En effet : 


(a) (0,0,0) € Es. 

(b) Soient (x,y,z) et (x’,y/,z/) deux éléments de E3. On a donc x --y —z 2 x -y -z 2 Det +y —7 = 
X +y +z = 0. Donc (x cx) + (v +y) - (zz) = (x +x') + (v y) (zz) = 0 et (x,y,z) + 
xy. x+x,y+y,z+7 appartient à Es. 


(c) Soit A € R et (x,y,z) € Es. Alors la relation x + y —z = x + y +z = 0 implique que Ax + Ay — Az = 
Ax+Ay+Az=Odonc que A (x,y,z) = (Ax, Ay, Az) appartient à E3. 


. Les vecteurs (1,0,0) et (0,0, 1) appartiennent à E4 mais leur somme (1,0,0) + (0,0, 1) = (1,0,1) ne lui 


appartient pas donc E4 n'est pas un sous-espace vectoriel de R3. 
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Correction de l'exercice 3 


1. 
u = (x,y,z) Li u = (x,y,z) u = (x,y,z) 
u=(yDerehk+y- 24-06 Lo ktr 2200] x =Z 
2x-y-z=0 L3-21,;\-3y+3z=0 y=Z 


x =Z 
Y =Z 


u = (z, Z, z) = z(1,1,1) 
Mi | 
Donc E = Vect(a) ce qui montre que E est un sous-espace vectoriel de IR? 


Autre méthode 
(01072x0-7 D 003 EE 


2x0—0—020 
Soientu, = (x1, Y1, Z1) € E et u = (X2,Y2,Z2) E E, ona 


s os. + V2 — 2Z2 = 0 
2X1 — Ya —Z1 = 0 (2x2 — Y2 — Z2 = 0 


Au + Au = (4x4 + A2X2, À4y4 + A2Y2, Azi + A222) 


Pa + 2222) + (Ayi + Àzy2) — 20424 + 2222) = 
2(4x4 t 43x?) — (Ayi + Àzy2) — (az + 4222) = 
57 + yı — 221) + 2x2 + y2 — 222) = 0 

A (2Xi — Ya — zn) +42 (2X2 — y2— 22) = 0 


Ce qui montre que Au + Au € E 
Et finalement E est un sous-espace vectoriel de RS. 


pA 
{a} est une famille génératrice de E, ce vecteur est non nul, c'est une base de E, bref E est la droite 


engendrée par le vecteur a. 


3. 
1+0-1=0>bEF 


0+1-1=0>cEF 
b et c ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre de F donc dim(F) > 2. 
(1,0,0) € F donc F € R? par conséquent dim(F) < dim(R?) = 3. 
On déduit de cela que dim(F) = 2 et que par suite la famille {b, c} est libre (dans F) à deux éléments, 


c’est une base de F. 
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4. 


1+1-1=1z70 >a € Vect(b, c) et {b,c} est libre donc (a, b, c) est libre (c'est une base de IR?, 


puisque cette famille a trois éléments) 
5.(a) est une base de E, (b, c) est une base de F et (a, b, c} est une base de IR? par conséquent 
E @ F = R? 
6.On cherche a, B, y tels que u = aa + Bb + yc 


Li (a + B = X 

u = aa + pb + yc € (x,y,z) = a(1,1,1)  £(1,0,1) + y(0,1,1) S L, l +y=y 
L; a+ +y =z 

L, a + p = X a =-6B + x a—-xcty-z 

Ə Li —L: EIERE 

L3 — Li y=-x+z y=-x+z y=-x+z 


u = (x +y -—z)a + (—y + z)b + (=x + z)c 
Correction de l’exercice 4 


Dans E = R , soient u1 = (1,1,3), u2 = (1, 21, — 1), vı = (1,0,1) et vo = (2, —1, 0). Montrer 
que vect(u1, u2) = vect(vi, vo). 


Première méthode. Pour montrer que vect(u1, u2) C vect(vi, vo), il suffit de montrer que 
uj et uo sont tous deux combinaison linéaire de vi et vo. L'équation uj = avi + yvo est 
équivalente à 


1 = x+2y 

1 = =Y 

3 = x 
dont la solution est donnée par x = 3 et y = —1. L'équation uz = avi + yu2 est équivalente 
à 

1 = x+2y 

-1 = y 

=Ï) = L 
dont la solution est donnée par x = —1 et y = 1. Donc, vect(uj,u2) C vect(vi, va). 


Réciproquement, pour prouver que vect(v1, vo) C vect(ui, wo), il suffit de prouver que vi 
et va sont combinaison linéaire de uj et u2. L'équation vi = zu, + yu» est équivalente à 


1 = z+y 
Ü = x-y 
l = 3r—y. 


On résoud ce système en faisant L4 + Lo qui donne x = 1/2, on obtient ensuite y = 1/2 et 
on vérifie que cela fonctionne dans la dernière équation. De même, on peut prouver que 
va est combinaison linéaire de uj et us. 


Troisième méthode. On peut rechercher une équation de F = vect(uj, u2) et de G = vect(vi, vo). 


Ona: 
x = a+b 
(r,y,z) € F = Ya, bb ER? y = a-b 
z = 3a—b 
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a+b = x 
<> 3(a, b) c R?, 2b = r-—y (Li — Lo > Lò) 
4b = 3r—z (311 — La > L3) 
a+b = x 
<=> 3(a, b) E R?, 2b = x- H (Li — Lo > Lo) 


0 = +2y-—z (L3 — 2L9 > La) 


Ce dernier système admet une solution si et seulement si x + 2y — z = 0. On a donc 
F = ((z,y, z) € R5; x + 2y — z = 0). De méme, 


i pa S a + 2b x+2y—z = 0 
(z,y,2) EG — Jla, b) eR, y = -b — <> 3(a,b) ERÊ, y = —b 
4. = a Z = a 


Ce dernier système admet donc une solution si et seulement si x + 2y — z = 0. On a donc 
G = ((z,y,z) ERÈ; x + 2y — z = 0). Il est alors clair que F = G. 
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Série 2: Applications linéaires 2015 


Exercice 1 E-mail:djeddi.kamel@gmail.com 


On considère l'application f définie de IR? vers IR? par: f((x,y,z))=(y—2,x+2,2) 
1) Montrer que l’application f est linéaire. 
2) Calculer f f et en déduire que f est un automorphisme. 
3) Déterminer Ker( f) et Im( f). 


Exercice 2 


1) On considère l'application linéaire f définie de IR? vers IR^ par: 
V(x, y,z)e IR : f(G y, 2s Gy, Y+ZZ+X,X+Y+Z) 
a) Calculer l'image de la base canonique de IR? par f. 
b) En déduire une base de Im( f) et le rang de f (re(f)). 
c) Déterminer le noyau de f (Ker(f)) et en déduire le rang de f (rg(f)). 
2) Mémes questions pour l'application linéaire g définie de IR? vers IR^ par: 
V(x, y, z) e IR! : gx, Yy, D) = (x y-zx-ytz-x-yctz-x^y-z) 
Exercice 3 


1) Déterminer une base de Im(f)et une base de Ker(f) pour chacune des applications 
linéaires. 


a) f définiede IR? vers IR par: f(x,y,z) =(x—y+z,x—y-z) 

b) f définiede IR? vers IR^ par: fo y.2-2(-y-unytz-x) 

c) f définiede IR^ vers IR? par : fix y)2G-yytxx-y) 

d) f définie de IR? vers IR? par: F(X,y,2)=(x+2y+z,2x+y+2z,-x+y—z2) 
e) f définiede IR? vers IR? par: fo yz) -(xtytzx-ytzxty-z) 


2) Déterminer f ` si elle existe. 


Exercice 4 


Dans JR”, on considère le sous espace vectoriel V défini par V ={x, y, z) E€ IR /x-7 = 0}. 
1) Donner une base B du sous espace vectoriel V . 
2) On considère l'application linéaire g définie de V vers IR? par: 
g((x, y,2)) 2 Gt yx — y) 
a) Calculer l'image de la base B par f et en déduire une base de Im(g). 


b) Montrer que g est un isomorphisme de V vers IR? et déterminer g. 
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E-mail:djeddi.kamel@gmail.com 
Corrections 


Correction de l’exercice 1 


1) Montrons que l'application f est linéaire. 
+ Soit (x, y)e (m? Y (xu) et yer Y2 Y3) 
= On vérifie que V(a, fie IR? , ona: f(a.x+ B.y) - a.f (x) B.f(y) 
+ L'application f est alors linéaire. 
2) 
+ Calcul de l'application f o f . 
" f(y.2)9-zx*nz2 => (fef)x,.y.z)=f(f(x,y,z))=f(y-z,.x+z,z) 
= => (feflx.y.z)=(y-z.x+z,2)=((x+z)-z,(y-z2)+z,2)=(x, y, z) 
a 
+ f est un automorphisme : 
" L'application f est linéaire. 


" application f est bijective et : fof =Id p 


3) Déterminons Ker( f) et Im( f). 


+ Déterminons Ker( f) : Ker f) =\(x, y, z) € IR? / f (x, y, z) =(0,0,0) 


" (x,y,z)e Ker(f) ssi (y-z, x z,z) = (0,0,0) 


y—z=0 y=z=O0 
" ssi x+z=0 ssi x=-Zz=0 
z=0 z=0 


= |Ker(f) = {(0,0,0)} 
+ Déterminons Im(f) : Im f = f(e), f (e). f (6) > 


= Le ee, la base canonique de IR? : e, = (1,0,0), e, = (0,1,0), e; = (0,0,1) 
Hi = f(e) = (0,1,0) 
" qu, = f (e,) =(1,0,0) : Im f =<u,,u,,u, > 


us, = f (es) = (-LLI) 


=” On pose S = (uu, un] : Im f =< u, u, > 


= Déterminons le rang du système S = u,,u,,u, : 1<rg(S)<3 
o Cherchons si rg($) 23: S = uuu] est-il libre ? 
o Au t 05.U, +u, = (0,0,0) 
o => œ.(1,0,1) + œ .(1,0,0) + œ.(—1,1,1) = (0,0,0) 


Correction de l’exercice 2 


1) |f(Gy.z0 = (x+y, y+z,z+x,x+y+z) 


a) Calculons l’image de la base canonique {e,,e,,e;} de IR? par f. 
e, = (1,0,0) f(e) = (1,0,1,1) 
e, = (0,1,0) = = 7 f (e,) = (1,1,0,1) 


e, = (0,0,1) f(e) = (0,1,1,1) 
b) Déduisons en une base de Im(f) et (rg(f)) 


+ Déterminons une base de Im( f) 
u, = (1,0,1,1) 


= [mf =<f(e),f(e), f (e) >=<u,u,,u, > avec : u, = (1,1,0,1) 


u, = (0,1,1,1) 


= Déterminons le rang du système A = fu, usus] : 1<rg(S)<3 


= Cherchonssi rg(S) 23: S = {u,,u,,u;} est-il libre ? 
aÇ, +œ, =0 a, —-a, 
aï, + œ, =0 a, =-U, 
du, +Œ, .U, +@.u, = (0,0,0,0) => => > Œ = Œ, = da; =0 
` a, +œ, =0 a,=-a,=a, 
a, +œ, +œ, =0 aÇ, +œ, +œ, =0 


" Le système A = uuu] est alors libre = rg(S)-3 


+ |{u,,u,,u, lest alors une base de Im f |: |Imf =IR' 
+ rg(f)-dim(Imf)-3 => rg(f)=3 


c) Déterminons une base de Ker( f) et (rgCf)) 


+ Déterminons une base de Eent f) : Ken f) 2 o, y. z) € IR! / f (x, y, z) = (0,0,0,0) 
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"  (x,y,z)e Ker(f) Ssi (x+y,y++2,x+2,x+ y + z) = (0,0,0,0) 


x+y=0 X=-Y 
y+z=0 : GEYEN 
" ssi ssi ssi x=y=z=0 
x+z=0 ZE=X 
x+y+z=0 y=-x-z 


+ Donc: Ker(f)={(0,0,0)}|, dim(Ker(f))=0 
e rg(f)+dim( Ken f))=dimIR => rg(f)=3-dimKe(f)) => 
2) |g((x, 3,20 = (Xx+Y-z2Z,x-Y+zZ,-X- Y +zZ,- x+ Y =z) 


a) Calculons l'image de la base canonique le, ee) de IR? par g. 
e, = (1,0,0) g(e,) = (LL-L-1) 
e, = (0,1,0) => g(e,) = (1,-1,-1,1) 


e, = (0,0,1) g(e,) = CLL1,-1) 


b) Déduisons en une base de Im(g) et (rg(g)) 


* Déterminons une base de Im(g) 
u, = (1,1,-1,-1) 


=” |Imf =< ge), gle,),gle) >=<u,,u,,u, >| avec: u, =(1,-1,-1,1) 


u, =(=1,1,1,-1) 


=" Déterminons le rang du système S 2i] : I&rg(S) x3 
=  Cherchonssi rg(S)=3 : S = ZAZA est-il libre ? 
e S-luuujestliécaru,-—u => rg(S)<3 
e Cherchonssi rg(S)=2 : 
" Le système {u,,u, } (ou bien lu, uh est libre (calcul) => rg($)22 


* u, u, } et luus] sont deux base de Im g |: Img =<u,,u, >=< U, U; > 


+ rg(g)-dim(Img)-2 > 
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c) Déterminons une base de Ker(g) et (rg(g)) 


* Déterminons une base de Ker(g) : 


(x, y, z) € IR^ / g(x, y, z) = (0,0,0,0) 


"  (x,y,z)e Ker(g) ssi (x+y, y++z,x+z,x+ y + z) = (0,0,0,0) 
(D |x*y-zz0 
(2) |xry+z=0 | n a ine 
"  Ssi ssi ssi 
(3)|-x-y+z=0 (2)|x-y+z (D-Q)|y-2z 
(4) |rx+yrz=0 
" ssi (x,y,2)=(0,y,y)= yol, (ye IR) 


+ Donc: — [Ker(g) =< (01D > dim(Ker(g)) - 1 
+ rg(g)--dim(Ker(g)) -dimIR? => rg(g)=3-dim(keng)) => 


Correction de l'exercice 3 


1) Déterminons Ker( f) et Im( f). 


a. |f(x,Yy,z)=(x-Yy+z,x-Y-2z) 


= Déterminons une base de Ker( f) :|Ker(f)=1(x, y, z) € IR I f (x, y, z) = (0,0) 


o (x,y,z)e Ker( f ) ssi (x— yt z,x—y-z)-(0,0) 


. [x—-y+z=0 . x-y=0 . xy 
o ssi ssi Ssi 
x—y-zz-0 gexy z=0 


o |Ker(f)=< (1,1,0) > {(1,1,0)} est une base de Ker(f) 
= Déterminons une base de Im(f) : Im f =< f (e). f (e3), f (e) > 


o Le, ee la base canonique de IR? : e, =(1,0,0), e, = (0,1,0), e, = (0,0,1) 


u, = f(e)=(LD 


o On pose S = {u,u,,u,} avec u, = f(e,)=(-1-1) |: Im f =<u,,u,,u, > 


u, = f (ez) =(1,-1) 
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Déterminons le rang du système A = du usus] A I€rg(S) «3 
e Cherchonssi rg($) 23: S = {u,,u,,u,} est-il libre ? 
= A ={u,,u,,u,} est lié car u, ——u, — rg(S)«3 


e Cherchonssi rg(S)=2 : 
= Le système lusus] (ou bien lu, A.D est libre (calcul) => rg(S)=2 


fu, u, et Ju, A.) sont deux base de Im f 
Wes 


b. |fiy2x-y-zzytz-x) 


Déterminons une base de Ker( f) :|Ker(f)=1(x, y. z) € IR / f (x, y, z) = (0,0) 


o (xy,z)e Ker( f ) ssi (x— y—z,—x+ y + z) = (0,0) 


ssi EE ssi O ssi + ( € IR) 
O l l xX = == l x = L, ma 
-Xx+y+z=0 d d á 


o ssi (x.y,3)=(Yy+z,y,2) = y.(1,1,0)+ z.(1,0,1), ` (y, ze IR) 


o Donc: Ker( f ) = (1,1,0), (1,0,1) > {(11,0),(L0,))} est une base de Ker( f ) 
Déterminons une base de Im( f) : Im f =< f (e), f (e). f (e) > 


o le ee la base canonique de IR? : e, =(1,0,0), e, = (0,1,0), e, = (0,0,1) 


u, = f(e) = (1,-1) 
u, = f (e,) =(-LU)|: Im f =<u,,u,,u, > 
u; = f (ez) = (-1,1) 


On pose S = {u,,u,,u,} avec 


Déterminons le rang du système A = uuu] 1€ rg(S) «3 
e Cherchonssi rg($) 23: S ={u,,u,,u,} est-il libre ? 
e  S={u,u,,u,} est lié car u, =u, 2, => rg(S)«3 


Cherchons si rg(S)=2 : 
" Le système lu, us] est lié car u, ——u, 
" Le système (u, us) est lié car u; ——u, 
= Le système la) est lié car u, =u, 
=> rg(S)<2 
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o Le système fu} est libre >  rg(S)-1 


o lu, jest alors une base de Im f |: 


c. |f y)ex-yytxx-y) 


* Déterminons une base de Kent f) : |Ker( f) 2 o5 y) e IR" / f (x, y) = (0,0,0) 


o (x, ye Ker(f) ssi (x— y, y x,x— y) = (0,0,0) 


An es | 
o ssi ssi ssi x=y=O 
x+y=0 x-—y 


o Donc:  |Ker(f)-1(0,0)] 
="  Déterminons une base de Im(f) : |Imf =< f (e), f (e;) » 


o  {e,,e,} la base canonique de IR? : e, - (L0), e, = (0,1) 


o Onpose S ={u,,u,}, avec 


o Déterminons le rang du système S ={u,,u,} : IS rg(S)s2 
e Cherchonssi rg(S) 22 : S = (u,.u,] est-il libre ? S ={u,,u, } est libre (calcul) 
o => rg(S)<2 


o |$ = {u,,u, jest alors une base de Im f |: 


d. |f (x, y,z)-(x*2ytz2xtyt2z-xty-z) 


= Déterminons une base de Kent f) :|Ker(f) 2 qoo y. z) e IR / f (x, y, z) = (0,0,0) ) 


o (x,y,z)e Ker(f) ssi (x+2y+z,2x+y+2z,-x+y—z)=(0,0,0) 
(D) |x+2y+z=0 (D+(3)|y=0 y=0 
o ssi (2)42x+y+2z=0 ssi (2) 42(x+z)=-7y ssi Z =-X 
(3) [=x+y-z=0 (3) |x+z=>y xe IR 
o ssi (x,y,z) 2 (x,0,—x) = x.(,0,-1), (xe IR) 


o Donc: Ker( f) = (,0,-1) > 
= Déterminons une base de Im( f) : |Imf =< f (e). f(e;). f (e) > 


o le, ee) la base canonique de IR? : e, =(1,0,0), e, = (0,1,0), e, = (0,0,1) 
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U, = f(e) = (1,2,-1) 


o On pose $ = uuu] avec u, = f (e,.) - (2,1,1) |: Im f =<u,,u,,u, > 
u, = f (e, ) =(1,2,-1) 
o Déterminons le rang du système $ = {u,,u,,u,} : ISrg(S) «3 
e Cherchonssi rg(S) 23: S = {u,,u,,u,} est-il libre ? 
= S={u,u,,u,} est lié car u, =u, => rg(s)«3 


e Cherchonssi rg(S)=2 : 
= Le système {u,,u, } (ou bien lusus] est libre (calcul) => rg(S)-2 


o {u,,u, } et Ju, ui] sont deux base de Im f |: 


e |f(x,y,z)=(x+y+z,x-Y+z,x+Y-2z) 


* Déterminons une base de Kent f) :|Ker(f) =1x, y, z) € IR / f (x, y, z) = (0,0,0)} 


o (xy,z)e Ker( f ) ssi (x*ytzx—-yctzxty-z)-(0,00) 


(D [x+y+z=0 (0-3) |z=0 
o ssi (2)ix-y+z=0 ssi (D-(2)4y20 
3lx+y-z=0 (2)+G)|x=0 


o Donc: |Ker(f)={(0,0,0)} 
= Déterminons une base de Im( f) : |Imf =< f(e), f (e), f (e) > 


o Le, ee, la base canonique de IR? : e, =(1,0,0), e, = (0,1,0), e, = (0,0,1) 


u, m! f(e) = (1,1,1) 


o On pose S = {u,u,,u,} avec u, = f (e,) (LI: Im f =<u,,u,,u, > 
u, = f (ez) = (LL) 
o Déterminons le rang du système $ = uuu : I€rg(S) <3 
e Cherchonssi rg($) 23: S ={u,,u,,u,} est-il libre ? 


= On vérifie que S = lu, usus] est libre (calcul). 


e => S =3 
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o [uus us fest alors une base de Im f |: Im f =IR' 


= Pour déterminer une base de Im( f), sans calcul, il suffit de remarquer que : 
o f estinjective car : Kent f) 21(0,0,0)] 
o f est alors un endomorphisme injectif de ZR°, donc f est bijective. 


o Donc f est surjective et alors |Im f = IR? 


z á -1 . 
2) Déterminons f ` , lorsqu'elle existe. 


a. f définiede IR vers IR par: f4, y,2)=(x-y+z,x- y—z) 
=  dim/R? > dim/R”, donc f ne peut pas être injective donc f ne peut pas être bijective : 
o Imf «IR! donc f est surjective. 
o Ker(f)#10,0,0)) donc f n'est pas injective. 


b. f définie de IR? vers. IR? par : f(x,y,z)=(x-yYy-z,y+z-Xx) 
=  dim/R? > dim/R”, donc f ne peut pas être injective donc f ne peut pas être bijective : 
o dim(Im f) 21, donc Imf # IR^ donc f n'est pas surjective. 
o Ker(f)# 1(0,0,0)] donc f n'est pas injective. 


c. ` f définie de IR” vers IR? par: f(x, y)=(x—y,y+x,x— y) 


=  dim/R? «dim/R?^, donc f ne peut pas être surjective donc f ne peut pas être 
bijective : 

o dim(Im f) 22, donc Imf +IR° donc f n’est pas surjective. 

o Ker( f) 21(0,0)] donc f est injective. 

o f définiede IR vers IR? par: f(x,y,z) =(x+2y+z,2x+ y+2z,-x+y—z2) 


=  dim/R? =dim7R`', donc f peut être bijective : 

= f estbijective ssi f est injective ssi f est surjective 
o dim(Im f) 22 donc Imf z IR! et f n'est pas surjective. 
o Ker(f)z 1(0,0,0)] donc f n'est pas injective. 
o f n’est alors pas un automorphisme de IR? . 


d. f définie de IR? vers. IR? par : f(x,y,z)=(x+y+z,x-Yy+zZ,x+ y-2z) 


=  dim/R? » dim/R?, donc f peut être bijective : 

= f estbijectivessi f estinjective ssi f est surjective 
o Imf =IR' donc f est surjective. 
o Ker(f)=1(0,0,0)) donc f est injective. 
o f est alors un automorphisme de JR*. 


L ë -1 
+ Déterminons alors f . 


= f définiede IR? vers IR? par : |f (X,Y,Z) 2 (x, y,z) ssi f(x,y,2)=(X,Y,Z) 


= f(x, y,z)=(X,Y,2) ssi (x+y+z,x-y+z,x+y-2z2)=(X,Y,Z) 
ptt 
(D [x+y+z=X (1)—(3) [2z2 X -Z : A 
" ssi (2)ix-y+z=Y ssi (1D) -(2)42y 2 X -Y ssi JE 
(3) |x+y-2=7 2)+GS)|2x=Y+Z 1 1 
==Y+ 7 


* La bijection réciproque f! de 


f(x,y,z)=(x+y+z,x-y+z,x+ y-2z)| est alors définie de 


f (X,Y,2)- E ply ig 
2. 4 3 2. D 2 


IR! vers IR? par: 


Correction de l'exercice 2 


1) Déterminons une base de yz (a, y,2)e IR Ix-z- 0) : 


€ (xy2€V si x=z=0 ssi — (yz =(%, y, x) = y.(0,1,0) + x.(1,0,1), (x, y € IR) 


+ Donc: B ={(0,1,0),(1,0,1)} est une base de V |, 
2) l'application linéaire g définie de V vers IR? par: |g((x,y,2) =(x+ y,x- y) 
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a) Calculons l'image de la base B de V par g. 


B={u,u,} een N 77 


u, =(1,0,1) g (u,) = (1,1) 


b) Montrons que g est un isomorphisme de V vers IR? et déterminons g. 


+ Montrons que £ est un isomorphisme de V vers IR? : 


=  g est une application linéaire de V vers IR? et däm 2 dim(/R^) 22 
= Pour montrer que 2 est un isomorphisme, il suffit alors de montrer que 2 est injective 


ou g est surjective. 
Ker(g)=((0.0,0)) 


Ker(f)=1(x,y,z)e V / g (x, y, z) =(0,0)} 


=  Montrons que g est injective : 


o Déterminons Ker(g) : 


x—z=0 
o (x,y,z)e Ker(g) ssi x+y=0 ssi x=y=z=0 
x—y=0 


o Donc:  |Ker(g)-1(0.0,0)) 


= 2 est alors injective donc bijective. 


Ou bien : 
= Montrons que g est surjective : Im(g) - IR? 
V, = (1,-1) 
o |Img =< g(u,), g(u,)) >=<V,,v, > avec : 
v, = (1,1) 


o Déterminons le rang du système S ={v,,v,} : 1<re(S)<2 
o Lesystème S={v,,v, jest libre (calcul) = rg(S)=2 5 dim(Img)=2 


o |{u,,u,} est alors une base de Img |: |Im(g)=IR” 


= 2 est alors surjective donc bijective. 


+ g est alors un isomorphisme de V vers IR^. 


(D |x=z=0 
`" (gG»220GY) Qy»2eV) si — (Dix+y=X 
(3)|x- y =Y 
La ly 
(0 fz=x 2 2 
= ssi — (D+()22x=X+Y ssi x= X+7Y 
(2)-C8) (2y =X -Y 1 1 


+ L'isomorphisme réciproque g de |g((x, y,z)) = (x+ y,x— y)| est alors définie de ZR° vers 


Panel re r riy xy 
2- 2: 2 3 


ar: 
p 2 
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érie 3 : Matrices 


Exercice 1 


2 1 0 1 
1) On considère les matrices A= 10 et B= ; 
a. Calculer A+B, AXB, BXA, A! et Bi, 
b. A-t-on (A+B) = A^ - B' -2(AxB) ? 


1 0 2 0 
2) Mêmes questions pour les matrices A= "E et B = : 


Exercice 2 


13 —8 -12 
Soit la matrice À de définie par : A — (v —7 Bo 
6 -4 —5 
1. Montrer que A est inversible et calculer son inverse A 1. 
2. En déduire A", pour tout n entier. 


Exercice 3 


0 1 1 
Soit À la matrice de définie par : A — (1 0 ) 


1 1 0 
1. Calculer 42. 
2. Trouver un polynôme P de degré 2 tel que P(A) = O. 
3. En déduire A”!. 
4. Retrouver A^! par une autre méthode. 
Exercice 4 


Calculer les déterminants des matrices suivantes : 


0 1 2 3 0 1 1 0 1 2 1 2 
1230 100 1 13-3 
2301 1 10 I 2 1 0 6 
3 0 12 1 1 1 0 1 11 7 
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Exercice 5 


Soit f = (ey, ez, e3) la base canonique de IR?. 
Soit u l'endomorphisme de IR? dont la matrice dans la base canonique est : 


1 4 4 
A=|=1 3 -3 
0 2 3 


Soient a = e4 — e; + e, b = 2e, — e; + e4 etc = 2e, — 2e, + e; trois vecteurs de IR? 


1. Montrer que fj' = (a, b, c) est une base de R?. 
2. Déterminer la matrice de passage P de f à B'. Calculer P^ 1. 
3. Déterminer la matrice R de u dans la base p”. 
4. 
a) Calculer P^ !AP en fonction de R 
b) Calculer R4 
c) En déduire les valeurs de A^". 
Exercice 6 
-2 1 L 
1) On considère les matrices A= 1 -2 1| etonpose B=A+3I,. 
1 1 -2 


a. Exprimer B? enfonction de B. 
b. En déduire A” enfonction de A. 
c. La matrice A est-elle inversible ? 


-2 1 1 1 
` | | 1 -2 1 1 

2) Mêmes questions pour les matrices A = A Ï cud et B=A+3],. 
1 1 1 -2 
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Corrections 


Correction de l’exercice 1 


É ; i j 
1) A= et B = 
1 0 1 2 


a. Calcul de A+B, AXB, BXA, A? et B. 


2.22 1 4 „ (5 2 a 1 2 
+ A+B= , AxB- , BXA= , Ai = , B°= 
2 2 0 1 4 ] 2 1 2 5 


b. (A+B) # A°+2.AxB+B°: = AxXB#BXA 


Gi 


+ (A+B) =(A+B)x(A+B) —(A+B) 


8 12 
+ A°+2.AxB+B°=- 
4 8 


b d k j 
2) A= et B = 
2 1 1 2 


a. Calcul de A+B, AXB, BXA, A? et B’. 


3 0 2 0 
+ A+B= , AxB- , BXA= 
3 3 2-2 


2 0 
3 2 


b. (A+B) =A”+2AXB+B”:  AXB=BXA 


+ (A+B) =(A+B)x(A+B) =(A+B)? 


9 0 
+ A'+2AxB+B?”= 
18 9 
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(18 9 


p (40 
' ^ EE 
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Correction de l'exercice 2 


Y = AX S AX =Y 
13x, —8x;—12x42 Yi 
es 13L; — 1214 
2L4 — Lo 


5x9 — 12x3 = 13y, — 1234 


12x1 — 7x2 — 12x3 = Y2 S 
—X2 + 2X3 = 2ys — ya 


6x4 — 4X2 — 5X3 = V3 
13x,— 8x; — 12x3 = yı | 13x1 = yi + 8x; + 12x3 
e 


| 13x1 — 8x, — 12x42 y: 


ce | 5x2 = 12x3 = 13y; TES 1234 5x» = 13y; = 12y: + 12x3 
ala + l —2x4 = 10y3 — 5y; + 13y2 — 1294 X3 = 6y1 — 4y2 — 5ya 
13x, = yi + 8x; + 12(6y4 — Ans — 5y3) 
e 45x, = 13y, — 129, + 12(6y4 — 4y5 — 5y3) = 60y4 — 35y5 — DÉI: 
X4 = 6y1 — 4y? — 5ya 


X2 = 12yi — 7y2 — 12ya 
X3 = 6y4 — Aus — 5ya 


i = 73y, — 48y; — 60y; + 8(12y4 — 7y2 — 12y3) 
ce 


X2 = 12y4 — 7y2 — 12y3 


13x, = 169, — 104y; — 156y; 
S | 
X3 = Di — 4Y2 — 5ys 


xi = 13ÿ1 — 8Y2 — 12y; ya 13 —8 —12\ CO 
© ix = 12y1 — 7y2 — 1293 e (2) = (12 —7 -12) (2) 
X3 = 61 — Ans — 5ys X3 
13 -8 -12 
Donc A"! = (12 -7 Bo = À 
6 —4 —5 


Le mieux aurait été de changer les rôles de x4 et x4 dans le premier système. 
A^ = I donc A?" = A? " =Q" = ] et A?"H1 = A?”"A = A. 


Correction de l’exercice 3 


l. et 2. 
0 1 1/01 1 2 1 1 
Wi 0 jJ( 0 t) =(1 2 1] =A+2i done PO) =X -x-2 
1 1 0M 1 0 1 1 2 
Ep de 2d 
AA 221 MAT Do max Sto Linear e Ss EET 1) 
t d c 
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0 1 1\/X yi X2 + X3 = yı 
AX=Y6e|1 0 11|[lx2]=[Y2]=j%1 VE = y2 
1 1 0/\%3 ya X; t X2 = ys 


Ici il y a un probléme pour appliquer le pivot de Gauss parce qu'il n'y a pas de 
termes en x, dans la première ligne, il y a deux façons d'arranger ce problème, soit 


on intervertit x4et x2 soit on intervertit la ligne 1 avec une ligne où il y a un x, c'est 
ce que nous allons faire. 


Li(X2+X3=Y1 Li(Xi + X3 = y2 Li X4 T X3 = y2 
Lii + X3 = y2 © Lı X;tX3—y1 © Lz X2 + X3 = yı 
L3 x1 + x2 = Y3 L3 x1 tx? =y;  L3-L4 X2 — X3 = —Y2 t Ya 
X, = —X3 + 
Li A +X = Y2 x: Es E. s 
e L, X2 + X3 = Mi o 1 1 
Ly—L;V —2X3 = -y1 — Ya + Ya X3 — SY Yo 
1 1 1 1 1 1 
X1 = - (Em EE EE X = =V tY * 3X8 " 
1 1 1 1 1 1 ifa 
Ss x--(;n*;n-jn)*n9 G=>Y1-5Y27T5Y3 2 s 
1 1 1 1 1 1 
ui *t332—3X3 X3 nu hn 
1 1 1 1 1 1 
22 2 |y, 73 2 2 
_| 1 1 1 1 1 1 
cw: c wg Donc Aî=| -2 L 
ya 2 2 2 
1 1 1 1 1 1 
2 2 2 2 2 72 
Correction de l'exercice 4 
3 : ; R A a d 
1. Le déterminant de la matrice est = ad — bc. 
c d c d 
Donc E —7x4—11x(-8)2116 
—8 4| ` E | 


2. Nous allons voir différentes méthodes pour calculer les déterminants. 


Première méthode. Règle de Sarrus. Pour le matrice 3 x 3 il existe une formule qui permet de calculer 


directement le déterminant. 
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an an 40923 = 411022033 + 412423431 + 421432413 — 413422431 — 411432423 — 412421433 
azi 432 433 


aj] ap di 


Donc 
10 6 
3 4 150]=IxX4x2I1+0X15xX5+3x6x6-5x4x6-6x15x1-73x0x21=—18 
5 6 21 


Attention ! La règle de Sarrus ne s'applique qu'aux matrices 3 x 3. 
3. Deuxième méthode. Se ramener à une matrice diagonale ou triangulaire. 


Si dans une matrice on change un ligne L; en L; — AL; alors le déterminant reste le méme. 
Même chose avec les colonnes. 


È | P 305.2 10 2 10 2 
134 5| nepn-an|0 4 —1|= 0 4 2 —1x4x(-$)—-6 
L|53 6 7 Bekè; | Ü 6 -3 LclL-3L 0 0 e 2 


On a utilisé le fait que le déterminant d'une matrice diagonale (ou triangulaire) est le produit 
des coefficients sur la diagonale. 


4. Troisième méthode. Développement par rapport à une ligne ou une colonne. Nous allons 
développer par rapport à la deuxième colonne. 


2375 
4 3 


1 


ES ] -1 
4 3 DEE 3 


5 


D x 


1 0 
2.-3- 5|=(—0)x |=0+3x7-1x7=14 
4 1 


Bien souvent on commence par simplifier la matrice en faisant apparaitre un maximum de O par les 
opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes. Puis on développe en choisissant la ligne ou la 
colonne qui a le plus de 0. 


5. On fait apparaitre des 0 sur la première colonne puis on développe par rapport à cette colonne. 


ni0123 0 1 2 3 

A= ell 23 HI 1 2 ege AS SC 
12 30 1 L-L-2L |Ü -1 —6 1 6 -8 2 
L 3012 Len -3L|/O —6 —8 2 

Pour calculer le déterminant 3 x 3 on fait apparaître des Ò sur la première colonne, puis on la développe. 
Aie 3 1-2. 3 44 
-A= p|-1 -6 1/= peni 0 —4 4-1 | 4 Su = —96 

1 1-6 —8 2 L-L+6 0 4 20 
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Donc A — 96. 


6. La matrice a déjà beaucoup de O mais on peut en faire apparaitre davantage sur la dernière colonne, puis 
on développe par rapport à la derniére colonne. 


l0 110 0 1 1 0 0 11 
Nou 100 I _ 1 0 01 -lo 1 0 

L| 1 1 O 1 Leun-L|O 10 0 111 

L|1110 1 11 0 


On développe ce dernier déterminant par rapport à la premiére colonne : 


0 1 1 LI 
A=|0 1 0=1x}, q =-1 
1 11 


7. Toujours la même méthode, on fait apparaître des O sur la première colonne, puis on développe par 
rapport à cette colonne. 


Li 


12 1 2 1 2 i 0 1 
A" b 1 3 1 3 — beb-L 0 1 0 1 n -2 2 
12 1 0 6 L-L-2L4 |O e -2 2 1 0 5 
Sail 1 17 L-L-L 0-10 5 
On développe par rapport à la deuxiéme colonne : 
mo 1 1 I 
A ——2x E ; 12 
Correction de l'exercice 5 
l. i € 3 1 2 2 
det(a, b,c) 2|-1 -1 —2|= —1 —1 -2 
1.1 a @B@-G|o o si 


=-|1 A |=-C1+2) =-1#0 


Donc (a, b, c) est une base de IR? 


2. i 2 2 
P-[-1 -1 -2 
1 1 1 


1 2 2 X4 yi Li (X1 +2X2 + 2X3 = Yi 
PX-Ye|-1 -1 -2][*X]-2|»:|e L;1——x2 — 2x3 = y2 


Lal Xi tx? x3 = ys 
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e Li + Lı X2 = + y2 © X2 = Yı + y2 

L3 + La —X3 = Yo t ya X3 = —y2 — ya 

Xï = —2y1 — 2y; + 2Y2 + 2Y3 + yı Xi = ét + Zu: 
e e 


l4 hi + 2X2 + 2X3 = Yi hi = —2x,— 2x4 + yı 


X2 = yı + y2 X2 = YA + y2 
X3 = —Y2 — ya X3 — —y2 — ya 


-1 0 2 
pake ( 1 1 0 ) 
0 -1 -1 
. Les coordonnées de u(a) dans la base B sont 
1 4 4 1 1 
H3 3» 
0 2 3 1 1 
Donc u(a) = a 
Les coordonnées de u(b) dans la base f sont 
1 4 4 2 
(^ $ -3) e 
0 2 3 1 
Donc u(b) = c 


Les coordonnées de u(c) dans la base B sont 


2 


Donc 


Il 
| 
R O N 
LL 


Donc u(c) = —b 
Par conséquent 
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10 0 10 0 1 0 0 
R2=|0 0 -1H0 0 -1|=[0 -1 0 
0 1 0 0 0 0 0 -1 


1 0 0 0 0 100 
Rt = RRR? =|0 -1 O0 |[0 -1 0]|=|[0 1 O|-I 
0 0 —1/ \0 0 —1 0 0 1 


c) R=P- "AP 6 A = PRPM! 
A*t = PRP-1PRP-1PRP-1PRP 1 = PR#P 1 = PIP =] 


b) 


Donc 
Af" = (A*)? = J” = I 
Correction de l'exercice 6 


=2 1 1 
1) A=| 1-2 1], B=A+3I, 
l 1 =2 
1 1 1 
a. B^ en fonction de B : B=A+31,—= B=|1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 3 3 3 | 
+ B=|1 1 1|: B°=BxB=|3 3 3| >. B'=3B 
1 1 1 3 3 3 


b. A? en fonction de A. 
+ B=A+3I, > A-B-3l, 


+ Les matrices B et (—3).], commutent : (-3).7, x B = Bx(-3).1, = (-3).B 
s => A?=(B8-31,) =(-31,) +2x(=3.1,)x B + B? 
" => A'=(B-31,)Y =9.1,-6.B+B? =9.1,-6.B+3.B=9.1,-3.B, car B? =3.B 
" => A°=91,-3B=-3(-31,+B)=-3.4, A=-31,+B 


Donc A? =-3.A 
c. La matrice A n'est pas inversible : 
= On suppose que la matrice A est inversible 
* Onaalors AxA' =I, et A? =-3.A 
* Donc AXAXA"=-3AxXA”" = A=-31, 


" Or Az—34,, donc la matrice A n'est pas inversible. 
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-2 1 1 1 
1 -2 1 1 
2) A A B=A+31, 
1 1 -2 1 
1 1 1 -2 
1111 
" | 1 1 1 1 
a. B^ en fonction de B : B=A+31,.> B= 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 4 4 4 4 
1 1 1 1 j 4 4 4 4 " 
+ B= B'=BxB= = B'-zAB 
1 1 1 1 4 4 4 4 
1 1 1 1 4 4 4 4 
b. A? en fonction de A. 
+ B=A+31, => A=B-3I, 
+ Les matrices B et (—3)./, commutent : (—-3)1,XB=BX(-3)1, =(-3).B 


> A'-(B-31,y =(-3.1,) +2x(-3.1,)xB+B° 

=> A'z91,-6.B- B! -91,—-6.B*4.B-9., -2.B, car B? =4.B 

=> A°=31,+61,-2.B=31,+(-2)(-31,+B)=31,-2.A, | A=-3.1,+B 
Donc A? 231, -2.4. 


c. La matrice A est inversible : 


A! 231,-2.4 > A! 42.4 231, > TEEN > EIER 
Donc 3B e Ma) B=IA+421.))/AXxB=1, 


| | FPE 
Donc la matrice A est inversible et A! Er 
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érie 4 : Résolution de systèmes d'équations 


Exercice 1 


Résolvez les systèmes suivants, d'abord en employant une méthode algébrique  (élimination- 


substitution ou réduction), puis avec la méthode de Cramer. 


3x+ y = -l x+y = 4 
rad 3 H io Ae 3 
) ee dy = -l d LÉ ge = S 

öy- 3x = -2 -2x +5y = 7 


i-a) Mé by 252 
yo 3⁄4 y =$ 
x- ki mu 34 
c) À d 
Lë 1⁄4 y=- D 
x =>-13 X --3 
e f wel 
y = ël i358 
H =T X =T 
al GE EA h) y=— 
W = DÜ r-l 
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